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RESUME

Ce mémento a pour principale ambition de fixer un langage de base
commun à toutes les personnes qui ont, au B.R.G.M., à travailler sur des
problêmes dont la définition et la résolution impliquent le recours à
1 ' "hydraulique souterraine" et à la mise en oeuvre de modèles d'écoulement
en milieu poreux.

Il n'a pas de prétention à l'originalité et reprend seulement les
notations et formulations les plus classiques de l'hydrodynamique souterraine
qui sont à la base de tous les concepts théoriques comme de toutes les métho¬
des pratiques. Mais on espère qu'il aidera les utilisateurs à éviter l'écueil
que constitue la dispersion de ces éléments fondamentaux dans de trop nombreux
ouvrages (souvent en langue anglaise) et leur exposé selon des points de vue
différents et avec des notations également très diverses.

Ainsi, ce mémento complète et appuie les rapports méthodologiques
déjà publiés par le Département sur les applications de l'hydrodynamique en
hydrogéologie qui tous excluent volontairement toute présentation détaillée
des notions et équations fondamentales.

Il insiste tout particulièrement sur les principaux modèles concep¬
tuels d'écoulement que 1 'hydrogéologue doit désormais au moins connaître,
sinon utiliser indirectement par le moyen de "modèles de représentation" des
systèmes hydrogéologiques, pour aborder l'étude des nouveaux problèmes qui
lui sont posés (transferts de pollution, transferts thermiques, etc.).

Dans sa forme actuelle, le mémento comprend les grands chapitres
suivants :

- En première partie, les principales notions fondamentales élémentaires
sur lesquelles est basée l'hydrodynamique en milieu poreux :

1. Propriétés physiques de l'eau et du milieu poreux, avec rappel des
notations et unités les plus courantes.

2. Lois fondamentales de la mécanique (et, de manière moins détaillée, de
la thermique) applicables aux écoulements en milieu poreux.

- En deuxième partie, les principaux modèles conceptuels d'écoulement en
milieu poreux exprimés sous la forme d'équations (aux dérivées partielles)
du mouvement dans diverses conditions de structure du milieu et de nature
du fluide en mouvement :

3. Ecoulements monophasiques.

4. Ecoulements diphasiques immiscibles.

5. Ecoulements diphasiques miscibles.

6. Transferts couplés.
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AVANT-PROPOS

Dans la première édition de ce mémento, en 1972, nous écrivions :

"La diffusion de ce mémento, resté longtemps document provisoire, à
l'intention de quelques spécialistes, a été rendue nécessaire par l'accrois¬
sement du nombre des ingénieurs qui ont, et auront de plus en plus désormais,
à utiliser les concepts et appliquer les méthodes de l'hydraulique souterraine
dans le cadre des études d' hydrogéologie : interprétation des pompages d'essai,
projets d'exploitation, de rabattement ou d'alimentation artificielle de nappes,
étude et prévision des variations naturelles de niveaux, étude des phénomènes
d'intrusion saline, élaboration de modèles, etc.

On sait, en effet, que ces travaux ne peuvent et ne doivent pas être
le fait des seuls spécialistes en hydraulique souterraine, mais doivent être
réalisés en équipe ou même le plus souvent par 1' hydrogéologue qui a conduit
les investigations de terrain selon une méthodologie qui lui aura, certes, été
le plus souvent transmise par des spécialistes, mais qu'il devra cependant
avoir parfaitement assimilée".

Depuis, aucune des motivations invoquées ci-dessus n'a disparu. Au
contraire, on a assisté à un accroissement des efforts pour faire entrer le
raisonnement quantitatif dans 1' hydrogéologie opérationnelle, notamment par
l'emploi aussi systématique que possible de la méthode du modèle.

Le texte précédent a donc été repris en insistant davantage sur tous
les points qui sont essentiels pour bien comprendre les principes fondamentaux
de cette méthode.

Par ailleurs, il a, comme le précédent, pour principale ambition de
fixer un langage de base commun à toutes les personnes qui auront au B.R.G.M.
à travailler sur des problèmes dont la définition et la résolution impliquent
l'appel à l'hydraulique souterraine et la mise en oeuvre de modèles d'écoulement.

Dans cette optique, il n'a pas de prétention à l'originalité et reprend
seulement les notions et formulations les plus classiques qui sont à la base
aussi bien de toutes les méthodes pratiques qui permettent d'identifier les
paramètres des systèmes hydrogéologiques que des principaux modèles conceptuels
d'écoulement. Mais on espère qu'il aidera les utilisateurs à éviter l'écueil
que constitue la dispersion de ces éléments fondamentaux dans de trop nombreux
ouvrages (souvent en langue anglaise) et leur exposé selon des points de vue
différents et avec des notations également très diverses.

Il est évident qu'en cas d'ambiguité ou même de divergence entre les
auteurs dans la définition d'un terme ou d'un concept, une seule option a été
retenue et est proposée . Et il est bien entendu qu'il est très souhaitable
que, sauf indication expressément énoncée, l'ensemble des ingénieurs du
B.R.G.M. s'y rallie dans ses écrits et ses exposés. (Ceci est valable également,
voire surtout, pour les notations et les formulations d'équations, au moins
pour les plus fondamentales) . Nous pensons que le respect de cette discipline
facilitera incontestablement les échanges et fortifiera la cohérence et l'unité
des productions des ingénieurs du Bureau en hydrogéologie.

s conformément au Dictionnaire français d'hydrogêologie, G. CASTANY, J. MARGAT^
1977, BRGM.
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Ainsi, ce mémento est destiné à compléter et appuyer l'ensemble des
rapports méthodologiques déjà publiés par le Département hydrogéologie sur
les applications de l'hydrodynamique en hydrogéologie opérationnelle, qui tous
excluent volontairement la présentation détaillée et a fortiori la discussion
des notions et équations fondamentales (les "modèles conceptuels") .

A l'inverse, ici, toute référence aux applications pratiques des for¬
mules a été évitée. On pourra se reporter aux rapports évoqués ci-dessus,
dont une liste est donnée en bibliographie, ou pour ce qui concerne le pro¬
blème général de l'emploi des modèles en hydrogéologie, à la thèse sur le
sujet dont ce mémento constitue une annexe théorique.

Dans sa nouvelle forme, le mémento est subdivisé en deux grandes par¬
ties qui peuvent être consultées de manière indépendante :

- La première partie rassemble les principales notions fondamentales élémen¬
taires sur lesquelles est basée l'hydrodynamique en milieu poreux :

1/ Propriétés physiques de l'eau et du milieu poreux, avec rappel des nota¬
tions et unités les plus courantes.

11/ Lois fondamentales de la mécanique (et, de manière moins détaillée, de
la thermique) applicables aux écoulements en milieu poreux.

- La deuxième partie présente les principaux modèles conceptuels d'écoulement
en milieu poreux exprimés sous la forme d'équations (aux dérivées partielles)
du mouvement dans diverses conditions de structure du milieu et de nature
du fluide en mouvement :

111/ Ecoulements monophasiques.

IV/ Ecoulements diphasiques immiscibles.

V/ Ecoulements diphasiques miscibles.

VI/ Transferts couplés.

On voit à cet énoncé que cette nouvelle version a été assez largement
complétée pour tenir compte des développements théoriques et pratiques les
plus récents, dans des domaines nouveaux auxquels doivent désormais s'intéres¬
ser les hydrogéologues et notamment : écoulements en milieu non saturé, trans¬
ferts de corps dissous ou de chaleur en milieu aquifère.

Il est bien entendu reconnu que ce texte est perfectible et n'est,
sans doute, pas exempt d'erreurs matérielles, voire de points discutables ou
peu clairs.

Prière de les signaler au Département hydrogéologie qui s'efforcera
d'en tenir compte au moins pour la diffusion de liste(s) d'errata et peut-être
par la mise en chantier d'une troisième édition !

BONNET M. J 1978 .- Méthodologie des modèles de simulation en hydrogéologie,
thèse d'état es sciences, Nancy.
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II. - PARAMETRES ET GRANDEURS THERMIQUES

Symboles

Et
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0

Chaleur massique ou capacité calorifique
(l'indice indique le milieu s = solide,
f = fluide, a = aquifère, 1 = êponte)

Coefficient d'échange thermique solide - fluide

Flux thermique par conduction (dans le milieu a)

Flux thermique par convection

Flux thermique par dispersion

Quantité de chaleur

Conductivité thermique du milieu a

Diffusivitê thermique

Température
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NOTE SUR LES SYSTEMES D'UNITE

Pour ce qui concerne les grandeurs mécaniques, nous ferons exclu¬

sivement référence à trois systèmes d'unité :

1/ Le Système International, seul système "légal" en France

(Décret n° B1-501 du 3 mai 1961) : m, kg (masse) sec

2/ Le système C.G.S. encore fréquemment employé dans les tables de caracté¬

ristiques physiques : cm, g (masse), sec

3/ Le système dit "English engineering" encore très utilisé dans les pays

anglo-saxons (U.S.A. surtout) : foot, pound (force), second (en abrégé :

ft, lb, sec) .

Pour les grandeurs thermiques (moins usuelles), voir 5 1,3.4.

Pour passer d'un système à l'autre, on retiendra les égalités

suivantes :

1 foot = 0,3048 m = 30,48 cm

11b (masse) = 0,4536 kg = 453,6 g.
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I. PROPRIETES ELEMENTAIRES DE L'EAU ET DU MILIEU POREUX

1.1. Propriétés de 1 'eau

Dans la mesure où, en hydrogêologie, nous nous intéressons principa¬

lement aux écoulements naturels en milieux aquifères superficiels, il faut

d'abord bien rappeler les propriétés physiques de l'eau dans les conditions

dites "normales" de température st de pression. Nous préciserons à cette oc¬

casion les principales unités employées dans la littérature européenne et

anglo-saxonne .

I.l.l Masse_s9éci figue

Définition : La masse spécifique ("density" des anglo-saxons) d'un corps est

la masse de l'unité de volume de ce corps '(danS' des conditions

précisées de température et de pression).

Notation usuelle : p

Dimensions : M L"^

Unités : En France, l'unité légale est le kg/m^ (S.I.). En Europe, on emploie

encore couramment le g/cm^ [C.G.S. ). Dans l'English Engineering Sys¬

tem qui admet comme unité de base la livre-force ou pound-force (sym¬

bole Ib), l'unité de masse spécifique se déduit de celle de poids

spécifique (la Ib/ft^) : c'est la Ib (poids) sec^/ft^ et l'on a :

1 Ib.secVft^ = ^^^ ^ ^^^ = 0.518 g/cm3.
(30.48)'+

Pour l'eau : La masse spécifique prise à la pression atmosphérique est assez

peu variable en fonction de la température. Elle admet un maximum

proche de 1 aux environs de 4°.

t

p

0

0,9999

4

1

20

0,9982

30

0,9957

40

0,9922

50

0,9881

60

0,9832

70

0,9778

80

0,9718

90

0,9653

100

0,9585

Voir note préliminaire
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On a aonc, tant que la température reste inférieure à 50°, :

1 - p (en g/cm^) < 10"^
soit p ?^ 1 g/cm3 = 103 kg/m3 = 1 kg/dm^,

ou en unités américaines : p H" 1,93 Ib.sec^/ft'*

Pour les variations en fonction de la pression, voir ci-après para¬

graphe 1.1.5.

1.1.2 Poids_sgéçifigue

Définition : C'est le poids de l'unité de volume. Il est relié à la masse

spécifique par la relation y ~ PÊ»

Dimensions : ML"^ x LT'^ = ML'^T'^ ou MLT'^/L^.

Unités : - légale en France (S.I.) : le Newton/m^ (N/m^)

- système C.G.S, : la dyne/cm^ (dyn/cm^)

. . , , o 105 dyne ._] _, , q
1 N/m^ = 	 ^ = 10 -^ dyn/cm^

10^ cm3

- le kgp/m^ ou le gp/cm^ sont désormais interdits en France

- encore utilisé aux U.S.A. (Engineering System) : la Ib/ft^

1 lb/ft3 = ^^^ ^ ^^'^ dyn/cm3 = 15,8 dyn/cm^ = 158 N/m^.
(30.48)3

Pour l'eau et dans les mêmes conditions que pour la masse spécifique:
Y ?¥ 1 X 981 = 981 dypes/cm3 = 1 g /cm3 ?V 62 lb/ft3

1.1.3 yisçosité_dynamigue

Définition : C'est un coefficient de frottement qui est défini par la formule

d\^
S = ^^ dîT

F
S

F
= force tangentielle unitaire exercée sur

une plaque par un écoulement présentant un
->

gradient de vitesse selon la direction n

[perpendiculaire à la plaque) égal à
. dV

dn

Notation classique : y

Dimensions : MLT'^ . L"^ x T = ML'^T'^
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Unités : - S.I. : le Poiseuille, Pi, 1 Pi = 1 kg/m/s= 1N/s/m2

- C.G.S. : le Poise Pc : 1 Po = 1 g/cm/s= 1 dyne s/cm^ = 10"^ Pi

- Aux U.S.A., les pétroliers (Muskat) utilisent le poise, les

hydrauliciens le Ibf.sec/ft^ = 480 poises.

Pour l'eau : La viscosité varie beaucoup avec la température comme le
montre le tableau ci-dessous.

6

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

(1) J.

(1)

1,797

1,739

1,683

1,628

1,576

1,525

1.476

1,429

1,384

1,341

1,301

1,264

1.230

1,197

1.167

1,138

1.110

1,083

1,056

1.031

1.006

0,982

959

DUCLAUX

(2)

1,7921

1,7313

1.6726

1,6191

1,5674

1,5188

1.4728

1.4284

1.3860

1,3462

1,3077

1,2713

1,2363

1.2028

1.1709

1.1404

1.1111

1,0828

1.0559

1.0299

1,0050

0.981

9579

(1934) - (2)

e

23

24

25

26

27

28

29

30

35

40

45

50

55

60

65

70

75

80

85

90

95

100°

HODGMAN

(1)

937

916

895

0,675

855

636

818

800

723

656

599

550

508

0, 473

437

407

381

357

335

314

0, 299

(1951)

(2)

9258

9142

8937

0,8737

8545

8360

8180

8007

7225

6560

5988

5494

5064

o; 4688

4355

4061

3799

3565

3355

3165

0, 2994

0, 2838

Poise est masculin.

Unités : - S.I. : le Poiseuille, Pi, 1 Pi = 1 kg/m/s= 1N/s/m2

- C.G.S. : le Poise Pc : 1 Po = 1 g/cm/s= 1 dyne s/cm^ = 10"^ Pi

- Aux U.S.A., les pétroliers (Muskat) utilisent le poise, les

hydrauliciens le Ibf.sec/ft^ = 480 poises.

Pour l'eau : La viscosité varie beaucoup avec la température comme le
montre le tableau ci-dessous.

6

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

(1) J.

(1)

1,797

1,739

1,683

1,628

1,576

1,525

1.476

1,429

1,384

1,341

1,301

1,264

1.230

1,197

1.167

1,138

1.110

1,083

1,056

1.031

1.006

0,982

959

DUCLAUX

(2)

1,7921

1,7313

1.6726

1,6191

1,5674

1,5188

1.4728

1.4284

1.3860

1,3462

1,3077

1,2713

1,2363

1.2028

1.1709

1.1404

1.1111

1,0828

1.0559

1.0299

1,0050

0.981

9579

(1934) - (2)

e

23

24

25

26

27

28

29

30

35

40

45

50

55

60

65

70

75

80

85

90

95

100°

HODGMAN

(1)

937

916

895

0,675

855

636

818

800

723

656

599

550

508

0, 473

437

407

381

357

335

314

0, 299

(1951)

(2)

9258

9142

8937

0,8737

8545

8360

8180

8007

7225

6560

5988

5494

5064

o; 4688

4355

4061

3799

3565

3355

3165

0, 2994

0, 2838

Poise est masculin.



En pratique, on retiendra :

Pour l'eau à 20° y = 1,008 ± 0,02 centipoises H' 1 Cp

ou y = 2,08 10-5 ib/ft^

On a d'autre part la formule approximative suivante (formule de

HELMHOLTZ) :

	 0,0178
y = 	 '	 Cp

1 + 0,0337 e + 0,0002220 ^

1.1.4 yisçosité_çinématigue

Définition et dimensions : C'est la rapport de la viscosité dynamique à la

masse spécifique. Dn la note par la lettre v

1 T-1
V = ^ ~ 	 1	 = L^ Ty riL-^ T-- _ ,2 T-1

p ML 3

Unités : - Systèmes S.I. et C.G.S. : le m^/s et le cm^/s ou Stokes

- Aux U.S.A., le ft^/s = 925 cm^/s.

Pour l'eau : à 20°

V = 1.10"^ cm^/s

V = 1,1.10-5 ft2/s ^ -10-5 ft2/s.

1.1.5 Çoeff ici ent_de_çomgressi bi 1 i té

Définition : Le coefficient de compressibilitê de l'eau 6 est défini par :

3 = - AIM-
V Ap

. AV
ou 	 représente la variation relative de volume provoquée par la variation

de pression Ap (une variation positive de pression provoque une contraction

de volume).

On a donc aussi :

Ay= Ap ^ 3 ^p

V p

3 permet d'exprimer, à température donnée, les variations de masse spéci¬

fique en fonction de la pression.
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Dimensions : Le coefficient de compressibilitê est homogène à l'inverse

d'une pression, soit :

3 = (ML-1 T"2)-l = M-l LT^

unités : - En Europe, le système C.G.S. : (barye)"-^

Mais on utilise également des unités non homogènes:

. le kg/cm^)--^

. le (m d'eau)-^ = (1/10 kg/cm^)-!

. l'unité de volume/atmosphère ou (atm.)--^.

- Aux U.S.A. :

. le (p.s.i.)--^ = (square inch/pound).

Pour l'eau : A 20° et au voisinage de la pression atmosphérique, on a :

3 ^ 47.10-6 (kg/cm2)-l = 47. 10-^ (m d'eau)"^
H^ 49.10-6 (atm.)-l

?¥ 46.10-11 (baryes)"!
?¥ 3,3.10-6 in^/ib.

On retiendra :

3 ?^ 4,7.10-6 (m d'eau)-! à 20°

ou pour les calculs approchée :

3 H^ 5.10-6 (m d'eau)-! ^ 5.10"5 (atm.)"! ^ 5.10-1° (barye)"!.

3 varie légèrement en fonction de la température comme le montrent

les tableaux ci-après qui donnent donc également les variations relatives de

p d'après une formule analytique basée sur les travaux expérimentaux de DODSON

et STANDING.
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Compressibilitê de l'eau en cm /dyne
d'après mesures de HODGMAN (1957)

Condition adiabatique
(à 1 atm.)

6° C température 3 cm2/dyne

0 5.01 - 5.04 x 10"''''

10 4.78

20 4,58

25 4,57

30 4,46

30,8 4.35

34,78 4.41

35 4.48

40 4,41

45 4,44

50 4.40

55 4.44

60 4,43

65 4,48

75 4,55

85 4.65

90 4.68

100 4.80

HODGMAN (1957)

Condition

C - ^
^ L + P

C

(pour 1

0,1366

0,1368

0,1368

0,1368

0.1368
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1.1.6 Iension_superfiç2el1e

Définition : C'est l'énergie, par unité de surface, qu'il faut mettre en Jeu

au niveau d'une interface pour arracher les molécules superfi¬

cielles de la masse fluide à l'action de molécules intérieures.

T =

dW

dS
interfoce

Dimensions : ML^ T'^/L"^ = MT'^ ou MLT"2/L

C'est aussi la force d'attraction exercée sur l'unité de lon¬

gueur à la surface extérieure du fluide, soit :

"^s " dl

Unités : S.I. : le N/m

C.G.S. : la Dyn/cm IN/m = 10^ dyn/cm

Pour l'eau : Tg ?¥ 74 dyn/cm à 0°

Tg + quand t f.

1.1.7 P!229!r2§Í§§_í!3§!rü!29y§§ i^^ l'eau)

I. 1.7.1 Remarques sur les systèmes d'unité

L'étude des phénomènes thermiques implique la définition d'une seule

grandeur supplémentaire la température © qui peut s'exprimer dans deux unités

- le degré Celsius : °C

- le degré Farenheit : °F
g

avec la relation d'équivalence : 9, p = 32 ^ -r 0c

Ainsi, le Système International a retenu le °C et ne comprend que

les 4 unités strictement nécessaires : m, kg, s, °C.

Mais, afin de maintenir la distinction entre les deux formes d'éner¬

gie, mécanique et thermique, la plupart des systèmes dits "pratiques" utilisés

par les thermiciens utilisent une unité de "quantité de chaleur" (ou énergie

thermique) dont les plus courantes sont :
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Mais, afin de maintenir la distinction entre les deux formes d'éner¬

gie, mécanique et thermique, la plupart des systèmes dits "pratiques" utilisés
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- la calorie (cal) : quantité de chaleur nécessaire pour élever 1g

d'eau de 1° [à pression constante et aux environs

de 15°), dont l'équivalent en énergie mécanique

est : 1 cal = 4,184 Joules

- le British Thermal Unit (BTu) : quantité de chaleur nécessaire pour

élever 11b d'eau de 1°F (à pression constante et

au voisinage de 39°F ^ 4°C) .

Utilisent, par exemple, ces unités les trois systèmes suivants

encore largement employés dans de nombreux ouvrages :

1. cm, g, s, cal, °C (C.G.S.)

2. m. Kg, h, kcal, °C (système "pratique" européen)

3. ft, lb, h, btu, °F (système "pratique" anglo-saxon).

(1)
On trouvera ci-apres, sous forme de tableaux les facteurs de

conversion entre unités thermiques des divers systèmes et avec le S.I. La

compréhension de leur mode d'emploi sera facilités par des exemples qui,

joints à chaque tableau, éviteront l'hésitation fréquente entre la valeur

correcte du facteur de conversion et son inverse.

Enz^g-lz thmmiquz Q,

cal kcal btu

J ...

cal ,

kcal

btu ,

0,2389.10-3

1 , 10-3

1

0,252

Ex. : 1 btu = 0,252 kcal

Q exprimé en btu = 3,9683 (Q exprimé en cal)

Q exprimé en J = 1055 (Q exprimé en btu).

1

4,1855

4, 1855.103

1, 055.103

0,2389

1

1.103

252

0,948. 10-3

3,9683.10-3

3,9683

1

(I) D'après GIBLIN (R.) .- Transmission de la chaleur par convection naturelle
EYROLLES, Collection de l'ANRT - 1974.
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cal/s ,

Kcal/h

btu/h .

1

4,1855

1,1627

0,29306

EZux thztmiquz $

cal/s kcal/h

0,2389

1

0,2778

0,070

0,860

3,600

1

0,252

btu/h

3,4124

14,286

3,968

1

Ex. : i> exprimé en btu/h = 3,4124 [$ exprimé en W)

$ exprimé en kcal/h = 0,860 ($ exprimé en W)

1.1.7.2 Conductivité thermique

Définition et dimensions : C'est la quantité de chaleur par unité de surface

qui en régime permanent s'écoule dans l'unité de temps sous

l'effet d'un gradient de température unitaire, soit :

Ob
X =

( 0 ^ - Q q) /\ M

milieu de

conductivité ,

Avec Q = quantité de chaleur transmise à travers les cylindres de surface de

base A pendant l'intervalle de temps At

0 1 - 0
-O- = gradient de température

d

D'où les dimensions :

flux thermique == puissance

- pour le S.I. : MLT" M ou ML T~ /t 0

0 1 > So

pour les systèmes "pratiques" : QL -^ T ^ 0~^
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Unités ; Les plus usuelles sont rappelées dans le tableau ci-dessous

ConducM.\J¿tí thzAmiqaz À

W/m.°C cal/cm. s. °C kcal/m.h.°C btu/ft.h.°F

W/m. "C

cal/cm.

kcal/m.

btu/ft.

s.

h.

h.

°C.

°C.

°F.

1

418,55

1,1627

1,7306

2,

1

2,

4,

389.

778.

1386

10-3

10"3

.10-3

0,860

360

1

1,4882

0,

2^

0.

1

57785

H, 91

67197

Ex. : 1 btu/ft. h. °F = 1,4882 kcal/m, h. °C

À exprimé en btu/ft. h. °F = 0,57785 (A exprimé en W/m °C)

X exprimé en kcal/m. h. 'C = 0,860 ( exprimé en W/m °C)

Pour l'eau :

X = 1.44 10"3 cal/cm. s. °C

= 6.02 10"! W/m "C Système international
= 3.48 10"^ btu/ft. h. °F

X varie très peu en fonction de la température selon une loi

X = X^L^ + e 0 ) e< 0 et négligeable.

1.1.7.3 Chaleur massique (ou capacité calorifique)

Définition : C'est la quantité de chaleur qu'il faut pour élever l'unité de

masse de l'unité d'écart de température [à une pression donnée

constante)

Cr, =
0

MA 0

Dimensions : - pour le S.I. : Ë T"^ 0 -1 = ML^T'^/M 0

- pour les autres systèmes : Qn~'^ 0 -'
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Unités ; Les plus usuelles sont rappelées dans le tableau ci-dessous

ConducM.\J¿tí thzAmiqaz À

W/m.°C cal/cm. s. °C kcal/m.h.°C btu/ft.h.°F

W/m. "C

cal/cm.

kcal/m.

btu/ft.

s.

h.

h.

°C.

°C.

°F.

1

418,55

1,1627

1,7306

2,

1

2,

4,

389.

778.

1386

10-3

10"3

.10-3

0,860

360

1

1,4882

0,

2^

0.

1

57785

H, 91

67197

Ex. : 1 btu/ft. h. °F = 1,4882 kcal/m, h. °C

À exprimé en btu/ft. h. °F = 0,57785 (A exprimé en W/m °C)

X exprimé en kcal/m. h. 'C = 0,860 ( exprimé en W/m °C)

Pour l'eau :

X = 1.44 10"3 cal/cm. s. °C

= 6.02 10"! W/m "C Système international
= 3.48 10"^ btu/ft. h. °F

X varie très peu en fonction de la température selon une loi

X = X^L^ + e 0 ) e< 0 et négligeable.
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Unités et valeurs pour l'eau

J/kg.°C

ChaZzuA maj>¿¿quz c

cal/g. °C kcal/kg.°C btu/lb.°F

J/kg.°C...

cal/g. °C..

kcal/Kg.°C

btu/lb.°F

1

4, 1855.103

4,1855.103

4,1855.103

2,389.10"'+

1

1

1

2,389. lO-^t

1

1

1

2,389.10"'+

1

1

1

Ex. : c exprimé en J/kg.°C = 4 185,5 (c exprimé en btu/lb. °F)

On remarquera l'extrême simplicité de ce tableau de conversion
qui tient à ce que dans les systèmes "pratiques" l'unité d'é¬
nergie thermique représente l'énergie fournie à l'unité masse
d'eau (g, kg, Ib) pour élever sa température de l'unité d'écart
de température (°C, °F).

En fait, Cp varie très peu en fonction de la pression et sera noté

simplement c. L'indice pourra alors indiquer la nature du milieu pour

l'eau, Cp pour la "roche" constituant le squelette poreux, Cg pour le milieu

aquifère (eau + solide).

1.1.7.4 Diffusivitê thermique

Définition : rapport de la conductivité thermique à la chaleur massique

pour l'unité de masse du fluide

A =

PCp

Dimensions et unités L^ T'

Pour l'eau

A = iiOU^L B.02 10-^ mVs = 6.02 cmVs
103 X 1
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1.2. Grandeurs physiques fondamentales. Notion de milieu continu équivalent

Toutes les grandeurs présentées sont définies dans l'espace

Euclidien à trois dimensions (IR3) orthonormé [système cartésien).

1.2.1 Pi;ession_de_f]yidej_pression_de_ggre

Rappel : Les fluides [par opposition aux solides) ne peuvent subir

de contraintes [forces par unité de surface) tangentielles. Leur état de

contrainte en tout point est donc résumé par la notation matricielle suivante

illustrée par le schéma AI-1.

°>cx °xy ^xz

üyx Oyy Oyz

'ZX 'zy ozz

-p 0 0

0 -p 0

0 0 -p

zz

F-c2uAe_ÂÎ3?_: Compo^antzíí dz tzMlon ¿un. un voùmz zlmzntoJjiz dz mlLLzu continu
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La pression p est l'opposé de la contrainte normale (isotrope) qui

règne au sein du fluide. C'est aussi, d'où le changement de signe, la force/

unité de surface que le fluide exerce sur tout élément placé en ce point.

On appelle force de pression la force subie par le fluide en tout

point du fait de l'existence d'un champ de contrainte (c'est-à-dire de pression)

Ramenée à la masse volumique de fluide, elle s'exprime en notation matricielle

par :

Fp = -

9x
^ 0

9y

9z

1 -^^grad p

P

Dans un milieu poreux, on appelle pression de pore la pression moyenne

mesurée pour un volume de référence (V.R.), englobant un certain nombre de po¬

res au sein desquels la pression de fluide peut être variable.

1
p =

AV
P dy

(V.R.

Le volume de référence considéré est en général le volume élémentaire

de référence (V.E.R.) défini ci-après.

En hydrodynamique des milieux poreux, on ne considère que les pres¬

sions de pore, les seules mesurables en pratique. En général, on mesure ces

pressions par référence à la pression atmosphérique prise égale à zéro et on

les exprime en hauteur de fluide ("pression effective").

1 * 9 -v

Unités : Rappelons les principales unités et équivalences (dimension ML T )

Dans le S.I., l'unité de pression est le Pascal : Pa.

1 Pa = 1 Newton/m2 = 10^ dyne/10'+ cm^ = 10 barye (C.G.S.)

mais on utilise beaucoup le bar = 10^ barye qui peut être considéré comme un

sous-multiple du Pa : 1 Pa = 10"^ bar.
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Le tableau ci-après donne les équivalences entre certaines unités

courantes (mais non homogènes) et le bar :

bar atmosphère torr ou

mm de mercure
mm d'eau

1 atmosphère

1 torr ou
1 mm de mercure )

1 mm d' eau

Ikgf /cm^

1,01325

1,33322x10"3

0,980665x10"'+

0,960665

760

0,957841x10"'+

0,967 841

760

1

1

13,5951
10^

13,5951

10 332,3

13,5951

1

10^+

(ou 10m d'eau

Aux U.S.A., l'unité la plus usitée est le p.Sj_. = pound (force) per

square inch :

1 p. Si = 6 894,76 Pa = 0,703 m d'eau.

1.2.2 yitesse_garticu]aire^_Vitesse_de_fiHration_ou_y

y2ly!P§_ÉIê!I'§DÎÊ2rê-^e_référence^_Milieu_çontii3u_éguw

La vitesse particulaire est la vitesse des particules de fluide au

sein même des pores du milieu poreux. C'est la seule vitesse réelle" [syno¬

nymes courants : vitesse intergranulaire, ou vitesse interstitielle).

Malheureusement, elle n'est pas accesible à la mesure et elle est

sans doute très fluctuante, même en régime établi (régime permanent) :

V V + V (t)
e

En fait, on ne peut mesurer que des flux massiques à travers des sec¬

tions de surface AS non négligeables et, en tout cas, telles qu'elles incluent

un nombre de pores assez grand pour que les fluctuations de vitesses particu-

laires s'annulent en moyenne :

AS

Vg ds

* l'emploi du kgf est interdit depuis le 1er janvier 1962 (décret n°6l-501
du 3.5.1961)
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On appelle volume élémentaire de référence (V.E.R.) un volume limité

par des surfaces répondant à ces critères. Par exemple, le cube de la figure AC.2.

Pour un tel volume, on appelle vitesse de filtration ou vitesse de

Darcy le vecteur ayant pour composants les flux selon las trois directions

principales. Et on a la relation :

V =
AS'

AS
v ^ V (t) ds = (A) \/e

avec Ü)

(AS)
AS' Surface laissée à l'écoulement

AS Surface totale
porosité (dite cinématique,

voir ci-après, 51.3.1)

AS
(surfoce de pores)

volume élementoire
de référence

e*- qy = Vy

= vitesse particulaire(réelle)

Vy =vitesse de filtration (oudeDorcy)
Vz

Fi.guAe_Aî-2_; OzliviiXion da volumz zlimzntcuAZ dz ^z^z^zncz

zt dz ¿a. \jitz¿ii>z dz {,¿ltn.at¿on.
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Les vecteurs vitesse de filtration et vitesse particulaire moyenne,

ou vitesse effective, ainsi définis peuvent être rapportés au centre de gravité

du V.E.R.

En décomposant le milieu réel en une juxtaposition de V.E.R., on

obtient ainsi un champ de vecteurs "discret".

Le milieu continu équivalent est l'espace mathématique où le(s) champ(s)

de vecteur[s) précédent(s) ont été complétés par continuité afin que les compo¬

santes de ces vecteurs puissent être considérées comme des fonctions continues

et derivadles dans cet espace (IR3 en général!

matricielle ;

V =

Et on peut écrire en notation

Vx

Vy

Vz

->-

VX

vy

vz

Unités : - légale du S.I. : le m/s ou m3/sm^

- ou le cm/s (C.G.S. )

Eviter les unités non homogènes cm/ j , m/j ou gpd (gallon per day),

1.2.3 Potent] e]_ou_çharge_hydraul igue_et_ses_çomggsantes

Le potentiel d'un fluide en un point est l'énergie qu'il faut déve¬

lopper pour porter l'unité de masse de ce fluide depuis un état de référence

(arbitraire) à l'état qu'il présente en ce point.

L'expression du potentiel dépend donc du choix de l'état de référence et

des conditions dans lesquelles est supposée se faire la transformation.

Pour ce qui concerne les fluides, et l'eau en particulier, dans le

milieu géologique superficiel, on pose implicitement les choix et hypothèses

suivants :
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V 1/ origine des cotes arbitraire avec

axe des z de bas en haut (sens

contraire du gradient de pesanteur)

1°) Définition
de l'état de
référence

2/ origine des pressions : la pression

atmosphérique (supposée constante)

3/ masse spécifique de référence =

masse spécifique à la pression 0

Po = Pat = 0

P^ = p à p = P^^

4/ Vitesse du fluide nulle Vn = 0

2°) Conditions isothermes

3°) Eau peu salée et variations de salinité négligeables.

Dans ces conditions et pour un fluide compressible en écoulement

assez rapide, on aura :

P

^m d£

Po p

gz

énergie énergie énergie

de pression de position cinétique

"énergie potentielle"

Mais, pour les écoulements a faible vitesse [dits rampants), comme

les écoulements en milieu poreux d'un fluide incompressible (ou de compressi¬

bilitê très faible induisant des variations de masse spécifique négligeable

dans le champ de variation des pressions dans le système), cette expression

générale du potentiel se simplifie en :

_ P
$ m ^ gz

P

(énergie par unité de masse)

ou, en ramenant l'énergie respectivement à l'unité de volume et à l'unité

de poids, :

i'v - P +" Pêz [énergie par unité de volume)

+ z (énergie par unité de poids)
Pg

*
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Cette dernière expression est la plus usitée pour exprimer l'énergie

potentielle de l'eau dans un milieu poreux (superficiel et isotherme). Elle est

alors dénommée "charge hydraulique".

Dans ces conditions, mais dans celles-ci seulement, la charge hydraulique

est constituée de deux termes :

H = ~ énergie de pression par unité de poids

= hauteur piézomêtriquepg

H = z énergie gravitaire par unité de poids

= charge altimétrique ou charge de position.

En ce qui concerne l'énergie de pression, il est d'usage de distinguer

deux cas selon le mode pratique de mesure de ce terme (voir figure AI. 3) :

- en milieu saturé, la pression de l'eau est supérieure à la pression atmosphé¬

rique et se mesure donc aisément par la hauteur de fluide ou "pression effec¬

tive" dans un tube ou piézomètre ouvert au point considéré = la hauteur pié-

zométrique . Dans ce cas, la charge hydraulique en ce point se matérialise par la

cote du niveau piézomêtrique (ou en abrégé cote piézomêtrique) par rapport au plan

de référence , ,, p
(^ = Hp + z=-ï- +z

pg

- en milieu non saturé, la pression de l'eau dans les pores est à la pression

atmosphérique ; elle est donc, avec la convention prise pour l'état de réfé¬

rence, négative en valeur algébrique. On appelle encore "pression effective"h

cette dépression mesurée en hauteur d'eau et en valeur algébrique. On appelle

tension ou succion la valeur absolue de cette dépression

* = -£-=- h
pg p

La tension ou succion est mesurable par un tensiomètre, instrument qui

réciproquement en permet la définition pratique (d'après terminologie de

l'International Soil Science Society) :

"succion = pression négative, par rapport à la pression du gaz dans le milieu,

à laquelle doit être portée une solution de composition identique

à celle du sol pour se trouver en équilibre a travers une membrane

poreuse avec l'eau du sol".

(voir figure AI. 3).
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(^ = Hp + z=-ï- +z

pg

- en milieu non saturé, la pression de l'eau dans les pores est à la pression

atmosphérique ; elle est donc, avec la convention prise pour l'état de réfé¬

rence, négative en valeur algébrique. On appelle encore "pression effective"h

cette dépression mesurée en hauteur d'eau et en valeur algébrique. On appelle

tension ou succion la valeur absolue de cette dépression

* = -£-=- h
pg p

La tension ou succion est mesurable par un tensiomètre, instrument qui

réciproquement en permet la définition pratique (d'après terminologie de

l'International Soil Science Society) :

"succion = pression négative, par rapport à la pression du gaz dans le milieu,

à laquelle doit être portée une solution de composition identique

à celle du sol pour se trouver en équilibre a travers une membrane

poreuse avec l'eau du sol".

(voir figure AI. 3).
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Dans l'hypothèse (admise ci-dessus) où l'eau présente une salinité

très faible, la succion est égale au potentiel capillaire ou (terme synonyme

mais préférable) potentiel matriciel qui représente l'énergie à développer

pour séparer l'eau de la matrice poreuse (à laquelle elle est en effet liée

essentiellement, mais non uniquement, par les forces capillaires).

Au cas où la salinité de l'eau du sol serait non nulle, il faudrait

en toute rigueur tenir compte dans l'expression de la charge hydraulique d'un

potentiel osmotique dont la figure AI. 3 suggère la définition (précisable par

des considérations de thermodynamique). Il apparaît, d'après ce schéma, que,

l'eau dans un tensiomètre se mettant, à terme plus ou moins long, en équilibre

de teneur avec celle du sol, un tensiomètre mesure en général le potentiel

matriciel.

membranes perméables â l'eau
membrane perméable â l'aou
faux solutés^

f^aí^§_ÓI:Lí ^^nclpz dz la mz^uAz du "potzntLzl matAEcEzl" peut un tznÁlomltAz

Rzíatlon^ avzc "¿,uc(U,on totalz" ei "potzntizl oimotlquz" .
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En définitive, la figure AI. 4 résume les relations entre pressions et

potentiels les plus usuels exprimés en énergie par unité de poids.

Piézomètre Tensiomètre

origine des cotes et des ctiorges

'[Í9'á^?:Alzí.' Ví^¿n¿tÁ.on dz¿> K.Q,{¡zn.znc.(¿J¡ , notatEom, zt teAmlnoZog^zi uiuziZzó pouA.

¿Zi potzntEztk zn aquE{¡zA.z.

Dimension et unités :

potentiel par unité de masse

potentiel par unité de volume

potentiel par unité de poids
(ou charge)

l2 T-2

ML"-^ j-2 {pression)

L

Pour la charge, l'unité la plus répandue est le m.
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1.3. Propriétés physiques du "milieu"

On entend par "milieu" le "milieu continu équivalent" défini ci-

dessus.

1.3.1 PorosUé

Définition : On trouve dans la littérature de nombreuses définitions faisant

intervenir le terme de porosité auquel est adjoint un qualifica¬

tif (cf. in : SCHOELLER, pp. 23-49 J3. CASTANY et J. MARGAT, diction¬
naire titres 4.47 et 4.52).

Du point de vue de la mécanique des fluides, il semble que, parmi

toutes ces "porosités", trois seulement méritent d'être retenues :

- La porosité sensu stricto ou porosité intrinsèque, ou porosité

totale : c'est pour un certain volume de milieu poreux (au moins

égal au volume de référence) le rapport du volume des vides au

volume total du milieu poreux, soit :

Vv Vy : volume des vides, V^^ : volume total

Vt
- La porosité efficace (encore appelée capacité d'absorption ou

porosité libre ou porosité de drainage) ou "field capacity" des

Américains. C'est le rapport au volume total, V du volume d'eau

effectif, Vgff, que peut libérer le milieu poreux sous l'action

des seules forces de gravité au cours d'une expérience (drainage

interne) de désaturation selon le principe décrit figure AI. 5.

Rsfnarque : Porosité sensu stricto u et porosité efficace ii^eff sont numérique¬

ment égales à la teneur en eau volumique du sol saturé 6q et à la

variation de la teneur en eau entre la saturation et l 'état de

saturation résiduelle i^yy.) mesurées lors d'wne expérience due dé-

sorption sous l'action de la seule pesanteur (voir schéma figure AI. 5.)
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Ectiantillon (volume V)

L volume libéré -i,

y= t)c

volume liber!;

= V eff.
A) Sckma zxpzfyimzntat

¿Yiàtayvt 0 = ichantllZon ¿.atuAZ
tznzuA. zn zaa Qq {zn M)

instant i-inaJL = dzblt Q, = 0

tznzuA zn zaa 6^ (en M)

4lmox,Q= 0

succion en M

^> mox.

( plus de débit)

V = hc 	

8) RUultat

ivctutioYi dz ¿a. tznzuA zn zaa 9

en un po¿nt dcnní ¿,i ^cnc-tíon dz
¿a. succion -.^ .

hauteur capillaire

u; ef f Qg ( ou v«>)

-*- teneur en eou en %
au point M

flQuAz AI-5_: RzlcuUoni zntAz pofioi>itz, tznzuA zn zau, iucaton
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- La porosité cinématique déjà mentionnée ci-dessus au 5 1.2.2.

C'est plutôt un rapport entre surfaces considérées sur le

V.E.R. servant à la définition de la vitesse de filtration

(fig. A2)

'^cin
Surface laissée à l'écoulement du fluide

solide

Surface totale

avec (schéma ci-contre) :

"Surface laissée à l'écoulement =

surface totale- solide - eau liée

On peut admettre en première appro¬

ximation : a)Qj_n ^ <^eff'

Unités : Les porosités sont des nombres sans dimension.

En général, on les exprime en pour cent.

eau liée
eau libre

1.3.2 Perméabilité

Définitions On doit distinguer (même pour les études d'hydraulique) deux

nations différentes :

- le coefficient de perméabilité ou mieux "perméabilité de

DARCY" K qui se définit à partir de la relation expérimentale

de DARCY (conditions résumées fig.AI6, ci-après, 5 II. 2)

Q = K^S
Al

Q débit volumique (L T"Md'un fluide donné dans des conditions
de température et de pression fixées

charge hydraulique (L)

longueur (L)

section (L^).
K caractérise donc un couple : fluide - milieu poreux dans un état

particulier.

1

S

la perméabilité intrinsèque ou perméabilité sensu stricto k,

qui se définit à partir de considérations d'analyse dimensionnôl-

le par la formule :

On démontre que le rapport entre surfaces est isométrique au rapport entre
les volumes correspondants dans le même V.E.R.
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K -^
M

Y : poids spécifique du fluide en écoulement (= pg)

M : viscosité

k caractérise le seul milieu poreux.

Dimensions : Aussi bien l'analyse dimensionnelle que les formules ci-dessus

permettent de trouver :

K = L T-l
k = L"2

Unités : On distingue des unités homogènes et des unités non homogènes, mais

consacrées par l'usage.

- unités_homogènes :

. perméabilité de DARCY : dans le S.I., l'unité est le m/s.

C'est aussi la plus employée.

. perméabilité intrinsèque : Dans le S.I., on doit employer le

m^. L'unité C.G.S. (cm^) a reçu le nom de perm. Les anglo-saxons

emploient fréquemment le ft^.

- unités_d' usage

. perméabilité de DARCY : les hydrogéologues américains emploient

le MEINZER
/i M '' gallon/day Aé ^ , . ^^o
1 Meinzer = 	 pour ¡- = 1 et une eau a 15 .

square foot Al

. perméabilité intrinsèque : dans l'indu-strie pétrolière, on

emploie le DARCY :

1 centipoise x 1 cm3/s

., r, 1 cm^
1 Darcy = 	

1 atmosphère/cm

ou son sous-multiple le milli Darcy = 10-3 parcy.
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Relations entre les unités les plus employées

(pour déterminer ces relations, il est recommandé de passer par le système C.G.S.)

- Perméabilité_intrinsèque :

en se rappelant que :

1 centipoise = 0,01 dyn.s./cm^

et 1 atmosphère = 1,013 10^ dyn/cm^

on trouve :

1 Darcy = 0,987 10"S cm^^ lO'S cm^

1 Darcy = 1,06 10"ll ft^

- Perméabilité_de_DARCY

De même, en notant que :

1 ft = 30,5 cm J 1 gallon = 3,78 1

on trouve :

1 Meinzer = 0,134 ft/day = 4,72 10"^ cm/s

1 m/s = 2,12 10-^ Meinzer

Equiyalences_entre_k et K

Si l'on prend comme fluide une eau douce à 15° et au voisinage de la

pression atmosphérique, on a des relations fixes entre la perméabilité intrin¬

sèque d'un matériau et la perméabilité de DARCY du couple eau - matériau :

Ainsi, pour K = 1 Darcy, on a :

9,87 10-9 X 981 _ ^ ,-it
K 9,7 10 ^ cm/s, soit

10-
K = 1 Darcy - 9,7 10-^ m/s ^ 10 5 m/s (.^ se dit "équivalent" à)

K = 1 Meinzer - 4,72 10"^ cm/s ^ 510"2 Darcy

En pratique, nous retiendrons essentiellement :

1 Darcy ^ 10"^ cm^ = 10"^ m/s

(ou perm) pour l'eau a 20°C,
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TABLEAU I - RECAPITULATIF DES PRINCIPALES UNITES MECANIQUES

Grandeur

ou

Coefficient

Masse
spécifique

Poids spé¬
cifique
(y = pg)

Viscosité,
dynamique

Viscosité
cinématique

P

' Coefficient
de compres¬
sibilitê

Pressions

Perméabilité
intrinsèque

Coefficient
de Darcy

Notation

P

Y

V

V

6

p

k

K

Dimension

ML"3

ML"2t"2

ML"^T"1

l2t-i

m"1lt2

ml"1t"2

__^

LT-1

Unités

S.I.

kg/m3

Newton/m3

Poisemille
PI

m^/s

(Pa)"l

Pascal

m2

m/ s

C. G. S

g/ cm 3

dyne/cm3

Poise
Po

stpkes
(cm2/s)

(barye)-l

barye

perm

(cm2)

cm/s

"pratique"
Europe

kg p/m3

kg f/cm^

kg f/cm^
atm
m d'eau

Darcy

"pratique"
U.S.A.

Ib.sec2/ft'+

Ib/ft

centipoise
et Ib.sec/ft^

ft^/sec

(psi)"!
(atm)-
(m d'eau)"

psi

ft2

Meinzer
ou gpd/ft^

Valeurs à retenir

et principales relations entre unités

Eau à 4° : Y = 1 kg/dm3
1 g/cm3 =193 Ib s^/ft**

Eau à 4° : Y = 9806,55 N/m3 ^
= 981 dyn/cm3= ,1gp /cm3

1 lb/ft3 = 15.8 dyn/cm3 = ^53 ¡^/j^3

Eau à 20°: y ^ 1D"3 Pi = 1 cp
= 2.08 10-5 ib.s/ft^

1 Ib/ft^ = 480 poises = 48 PI

Eau à-20° ?^ 1.10-2 stokes = I.IO"'* m^/s
= 1,1.10-5 ft /sec

1 ft^/'sec = 925 stokes

Eau à 20°
j¥ (5.10-6 m d'eau)-! ,¥ 5.10-5 (atm) 1

?¥ 5.10-11 (barye)'l = 510-10(Pa)-l

1 kg*-f^/cm2 = 10 m d'eau = 0,968 atm
= 0,981 bar =

1 at =1,033 kg*/cm2 = 1,013 bar
1 psi = 0,0703 kg*/cm

1 Darcy ^ 1D~^ cm^ = 10-5 ^/^
pour l'eau à 15°

1 Meinzer = 5.10-^ Darcy
= 4,7.10-5 cm/s = 4,7.10'"^ m/s
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1.3.3 n ux_de_di sgersi on_-_Tei3seur_de_di sgersign_-_Di sgersi ^

La dispersion est le transfert d'un soluté dissous dû aux variations

de la vitesse particulaire par rapport à la vitesse moyenne.

Au niveau de chaque V.E.R., il se traduit par un flux massique de

dispersion qui s'exprime par :

Qq = - D grad C

avec :

C = concentration massique du soluté (dimension ML-3)

D = tenseur de dispersion dont l'axe principal est colinéaire à la vitesse

moyenne

Exprimé dans un système orthonormé lié à cette vitesse :

°L
0

0

0

Dt
0

0

0

D

D|_ est le coefficient de dispersion longitudinale

D-p est le coefficient de dispersion transversale.

On admet pour les milieux poreux et les gradients de vitesse courants

en hydrogéologie

a|_ 0 0

0 aj 0D

0 0 n

V

a, est la dispersivité longitudinale

aj est la dispersivité transversale.

Dimensions et unités

pour les dispersions longitudinale et transversale : L T ^

soit le m^/s en S.I.

pour les dispersivités : L, soit le m

ordre de grandeur pour les milieux aquifères, d'après essais sur le terrain

0.2 < a. < 20.

* Voir notamment J.P. SAUTY - Contribution à l'identification des paramètres

de dispersion dans les aquifères par interprétation des expériences de

traçage. Grenoble, 1977. Thèse de Docteur-Ingénieur.
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1.3.4 Propriétés _themi2ií^l_au_mllieu

L'analyse des mécanismes de transferts thermiques conduit à

distinguer :

- propriétés thermiques de la roche constituant la matrice solide définies

comme pour tout milieu continu et donc comme pour l'eau (voir ci-dessus

§ 1.1.7.2)

. conductivité thermique : X^

. capacité calorifique : C^

. auxquels il faut ajouter, quand on distingue les transferts de chaleur

en phase solide de ceux en phase liquide, un coefficient de transfert,E ,

entre les deux phases défini par :

De = E^( 0 f - 0 g) X AT X AV

soit E-i = quantité de chaleur par unité de temps (flux thermique) échangée

entre le solide et le fluide pour l'unité de volume du milieu

dimensions : _Q/l3t (J/m3 ou cal/cm3.s)

- propriétés du milieu continu équivalent thermique (défini comme le milieu

équivalent hydraulique)

L'indice permet de distinguer les propriétés du milieu aquifère X^, Ca

et celles de l'éponte encaissante X^, Cg.

Le tableau ci-dessous récapitule quelques valeurs

des conductivités thermiques et capacités calorifiques des milieux

géologiques (roches ou aquifères).

Milieu

Air

Eau

Roches
(moyenne) '

Granite

Calcaire

Grès

Sol
(moyenne)

Sable sec

Sable humide

Conductivité

S.I. : W/m°C

2.43 10"3

6.02 10"!

1.76

2.51

1.67

2.51

9.63 10"1

2.64 10-1

5.86 10"!

thermique

C.G.S.
cal/cm. s. °C

5.8 10"5

1.44 10"3

4.2 10-3

6 10-3

4 10"3

6 10"3

2.3 10-3

6.3 10-"*

1.4 10"3

Capacité calorifique
ou chaleur massique

S.I. : J/kg °C

1.004 103

4.1655 103

6.79 10^

9.21 10^

9.63 102

6.37 10^

7.95 102

1,004 103

Ce U. S

cal/g °C

2.40 10"1

1.

2.1 IQ-l
2.2 10"!

2.3 10-1

2 10"!

1.9 10"!

2.4 10"!
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2. LES LOIS FONDAMENTALES DE L'HYDRODYNAMIQUE DES MILIEUX POREUX

Elles résultent de l'application des principes fondamentaux de la

mécanique à la masse fluide en mouvement et s'expriment à l'aide des gran¬

deurs et paramètres définis dans le milieu continu équivalent.

II.I Principe de conservation - Equation de continuité

Le principe de conservation de la masse fluide s'exprime par l'équa¬

tion de continuité qui s'obtient très simplement (il y a d'autres façons) en

faisant la balance de matériel sur un élément infinitésimal cubique :

</
Pu SfjL 42^ Pu -t- -zr

' a oc 2

f¿QUA.z Al. 6 : Con6zn.vatlon dz ¿a mcuiz danà un voZumz ¿nl^nitÀAzmaZ.

ainsi :

Pour cet élément, le principe de conservation s'énonce physiquement

Toute variation du flux massique total algébrique à travers les

parois du cube se traduit par une variation égale de la masse

emmagasinée dans le aube ;
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soit sous forme mathématique

(signe d'après convention)

Flux entrant ± Flux sortant

selon

selon

selon

X

y

z

=

r

pu -

.

r
pv -

.

pw -

8(pu)"

Sx J

3(pv)"

Sy J

8(pw)"

dz

(Ay . Az)

^ (Ax . AZ)

(Ax . Ay)

9(pu) Ax , , . ,
pu + 	 (Ay . Az)

Sx 2

^ 3(pv) Ay ,, , .,pv + 	 (Ax . Az)
S y 2

^ 9( w) Az ,. . .
pw + 	 (Ax . Ay)

3z 2

Variation de la masse d'eau du cube, soit : 	 AxAy . Az
St

Si on admet (convention la plus usuelle) : flux sortant > 0, on

trouve les deux formes classiques de l'équation de continuité :

.. . 3(pu) _^ 3(pv) 3(pw) _ 3(pa))

Sx 3y Sz 3t

ou en écriture vectorielle :

S(Pü))(Ib) div (pV)
3t

1. Soulignons que, dans ce qui précède^ V(UfVjW) désigne la vitesse macrosco¬

pique du fluide, c'est-à-dire un flux par unité de surface, et non la vi¬

tesse microscopique réelle des particules fluides.

2. On notera que, dans certains cas particuliers, il est plus avantageux

d'écrire l'équation de conservation en considérant un élément de volume

non cubique (voir ci-après) .

II. 2 Equation d'équilibre - Loi de DARCY

Selon le principe fondamental de la dynamique, pour tout système

en mouvement, il y a équilibre entre les forces d'inertie engendrées par

le mouvement et les forces agissant pour créer ce mouvement :

m f = E ?

m = masse

r = accélération du mouvement

Z F = forces agissant sur le système.
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Pour les fluides, cette loi s'applique strictement à chaque parti¬

cule et conduit à l'équation de NÂVIER STOCKES qui met en Jeu les paramètres

du fluide (p et y) et les vitesses et pressions particulaires. Mais cette

loi s'applique uniquement dans le milieu réel où sont distingués fluide et

solide jusqu'à l'échelle du pore.

Il faut donc trouver pour le milieu continu équivalent une forme

convenable de l'équation d'équilibre.

L'expérience de DARCY, le raisonnement par analogie et l'analyse

dimensionnelle permettent de proposer une telle forme, dite équation de

DARCY généraliyée, qui représente donc dans le cas particulier des écoulements

en milieu poreux, et avec le modèle conceptuel choisi pour les transferts

en masse, la principe fondamental de la dynamique (ou principe de conservation

de la quantité de mouvement).

AL
section A

-t- H

AH

S- HZ

Î-iâ'é^?:Alzl..i ^<í¿o^(^n zxpznjji^zntajiz dz VARCy

En effet, l'expérience de DARCY suggère que le flux traversant une

section de milieu poreux, c'est-à-dire la vitesse de filtration, est propor¬

tionnelle à l'énergie (Ah) développée le long de la trajectoire de l'écoule¬

ment (AL) donc aux forces agissant pendant ce parcours (AH=FxAL-^C)/A=K-- )
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D'autre part, du point de vue conceptuel, ce flux doit être inverse¬

ment proportionnel à la, viscosité du fluide et proportionnel à la conductivité

hydraulique ou perméabilité intrinsèque du milieu.

D'où la loi de DARCY généralisée à laquelle on peut donner la valeur

d'un postulat exprimant pour le milieu continu équivalent le principe fondamen¬

tal de la mécanique :

., kx f 3p ^ ^
Vx = - ^ + Fx

(2)<Vy

Vz -^
V

y (^ Sx

ky f 3p

y [ 3y

3p(
+ Fz

3z

avec \l[.\lx, Vy, Vz) = vitesse de filtration ou vitesse de DARCY

K
0

0

0

Ky

0

0

0

K

tenseur de perméabilité pour un terrain supposé anisotrope

(les axes principaux d' anisotropie ayant été pris comme

axes de référence)

p = pression de pore

- grad p = force de pression ) appliquées à l'unité
F(Fx,Fy,Fz) = résultante des forces de volume ide masse p

y = viscosité du fluide

Dans le cas où les seules forces de volume sont les forces de pesan¬

teur, on a :

F = - p grad gz (avec axe z de bas en haut)

et il vient

(3) V = 	 (grad p - pg) (g orienté de haut en bas)

et pour les liquides non compressibles

grad f
'-pg 1
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forme également admissible pour les fluides peu compressibles au voisinage des

conditions normales et qui s'écrit, en faisant intervenir le potentiel hydrau¬

lique, :

(4) ou encore
-*
V K grad (j)

avec p-= pQ et ¡J) = -î + z.
pg

II. 3 Equations d'état

Pour les fluides en général, les équations d'état expriment les

variations des propriétés physiques en fonction des paramètres d'état thermo¬

dynamiques. Ce sont donc des résultats de la forme :

f(p,p,0) = 0

f ' (p,y,0) = 0

Dans l'eau, au voisinage des conditions normales (p = p^, 0=0p),

ces équations se ramènent en fait à :

eCpo-p)(5) p = Po e

y - y(0)

pour la masse spécifique

pour la viscosité.

II. 4 Autres équations de transfert

L'eau peut servir de véhicule soit à des produits qu'elle dissout

(ou solutés), soit à de l'énergie thermique (calories).

II. 4.1 Transferts_de_so2utés

II. 4. 1.1 Définitions et concepts de base à l'échelle microscopique

Soit du un volume élémentaire de fluide considéré à l'échelle micro¬

scopique, c'est-à-dire assez grand pour contenir un nombre élevé de particules

(autorisant une prise de moyenne sur les paramètres particulaires) et suffisam¬

ment petit pour être .entièrement inclus dans un pore.

A cette échelle, on peut définir les notions suivantes :

solution : mélange constitué d'un fluide solvant (pour nous l'eau) et d'un

certain nombre (N) de produits dissous (ou solutés : a).
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- masses spécifiques : Il faut distinguer :

dm , . _ . . - -, .

p = = masse spécifique de la solution
du

Pq^ = = masse spécifique (ou concentration) des solutés avec dm et úm,^

masses de solution ou de solutés contenus dans du.

Et on aura : N

N N , ^/^ ,
(7) ^ pa = I dm^ = ^ï.l	 -^~- p

a=1 a=1 du du du

- Vitesses microscopiques :

V(j = vitesse microscopique de chaque soluté a : moyenne des vitesses particu¬

laires pour le volume du.

V vitesse massique de la solution

(8) '^ = l Oa va/I P,^ = I Pa v^/p
(c'est la paramètre qui serait mesuré par un tube de Pitot placé dans du :

De

pv représente donc la quantité de mouvement du fluide).

v'= vitesse volumique de la solution

V' = Z Pct ua v
avec I Pa U(^ = 1, u^ = volume spécifique de chaque soluté.

L'usage de v' est nécessaire quand les variations de concentration entraînent

des variations de volume de la solution.

- Relation entre vitesses microscopique : diffusion moléculaire

Du fait des variations de vitesse particulaire autour des vitesses

microscopiques moyennes, il existe des flux de diffusion moléculaire de

chaque soluté que l'on peut exprimer par le loi de FICK (soit par exemple

dans le cas d'un système à deux solutés a et g) :

(93 q^^ = Pa i\/cx - ^ ^ = " P Dm grad(pct/p)

(10) q¿ = Pa ív^ " ^'^ = - Dm ¿^^ ^a

(D^i = coefficient de diffusion moléculaire du corps a (par rapport à 3)

en fluide libre)

et pour la solution

(11) q|j = p (v - v') = - Dm grad p
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microscopiques moyennes, il existe des flux de diffusion moléculaire de

chaque soluté que l'on peut exprimer par le loi de FICK (soit par exemple

dans le cas d'un système à deux solutés a et g) :

(93 q^^ = Pa i\/cx - ^ ^ = " P Dm grad(pct/p)

(10) q¿ = Pa ív^ " ^'^ = - Dm ¿^^ ^a

(D^i = coefficient de diffusion moléculaire du corps a (par rapport à 3)

en fluide libre)

et pour la solution

(11) q|j = p (v - v') = - Dm grad p
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II. 4. 1.2 Notions et équations fondamentales au niveau du V.E.R.

(ou milieu contenu équivalent)

En étendant par prise de moyenne les concepts précédents au niveau

du volume élémentaire de référence (V.E.R.), on peut établir l'équation de

conservation des solutés et du fluide pour des grandeurs définies dans le

milieu continu équivalent (surlignées dans ce qui suit).

1°) Pour les solutés :

Equation de conservation :

(12) -^ = div (m gï^d ^) - div (p^ v; )

3t

où p v' le flux massique du soluté au niveau du V.E.R. se décompose en

(13) p^ v¿ = Pa v' -K p^ v'^

avec :

->
->-

V = \J'^ = vitesse (volumique) moyenne ou vitesse de convection
->-

->
V = V'e = vitesse de fluctuation

o

p^ = masse spécifique dans le V.E.R. (considéré comme stationnaire) .

Pet Vj^ = flux de transfert par convection

->
P(^ V¿ = flux de transfert par dispersion cinématique (dD aux fluctuations

de v'^ dans le V.E.R. ) .

Ce dernier terme est en général explicité par une relation de forme

analogue à la loi de FICK (on peut considérer cette expression comme un prin¬

cipe)

(14) p^ V'^ " D'cin ë'rad Pa

soit pour la loi de conservation du soluté

(15) 3Pc

St
div ÎDcin ^ Dm^ S^^^ p div ip^ Vi)

voir par exemple BEAR, 1972, pp. 98 à 104.
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2°) De même pour la loi de conservation du fluide

(16) ^- = div ((Dcin * "Ôm^ Ê^d p") " div [p^']
3t

ou encore, en exprimant par rapport à la vitesse massique

(17) -^ = div (p ^)
3t

avec, comme pour les vitesses volumiques, :

(18)pv =pv +pv

flux -, p,
flux flux

massique = , . + _,. .^
. T convectif dispersif
total

(18') = p M + p Vg (V et Vg moyennes au niveau du V.E.R.)

En admettant également pour la flux dispersif une loi de diffusion

(19) p Vg- = - Dpin grad p"

Si on fait l'hypothèse (conceptuelle) D' . = ^i^^^p = Dcin»

on trouve pour le milieu équivalent, comme pour le milieu fluide :

(20) V* - V = - ÏÏ^in g"i^d F

Rema£ques_ :

1. Dans ce qui précède, la vitesse massique moyenne à l'échelle du V.E.R. qui

a été notée V est conceptuellement identique à la vitesse effective Vg

définie pour un flux homogène ai-dessus (§ 1.2.2) à partir de la vitesse

de DARCY

\i* = \i^ = V/ojcin

2. En l'absence de mouvement, V'= 0, Dj,-¡_p = 0, et on trouve d'après (16) :

(21) -^ = div (ÏÏrn grad '^)
St

équation du transfert dje masse par diffusion moléculaire dans un milieu

poreux (loi de FICK).
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o 	 if¡ o _^

3. Si l'on admet p Vg >> p V^ pour le fluide solution, le flux massique de convec¬

tion est largement supérieur au flux de dispersion, l 'équation de conserva¬

tion (17) s'écrit :

(17') -^ = div (p cücin Vg)
St

4. La loi de DARCY s'applique à la solution à condition de vaisonner en vitesse

massique et l 'on a :

V = 	 grad (p + p gz) = Vg . tOcip = '^ t^cin
y

ou encore :

l22) V* = ^ gr^d (p + p gz)
^"cin

II. 4. 2 îî;;ansferts_thermigues

Dans le milieu poreux, l'énergie calorifique est transportée selon

les principaux modes suivants :

- Conduction dans le solide

(23) Fcs = - As g?^d 0 s

As = conductibilité de la matrice solide

0 g= température de la matrice solide.

- Conduction dans le fluide

(24) F^f = - Af grad 6 f

Ajt = conductivité du fluide

Q f= température du fluide

- Convection par le fluide en mouvement

(25) ?yf = pf Cf V* 0 f
P|- = masse spécifique du fluide

Cf = chaleur massique (capacité calorifique)

V = vitesse(massique) = Vg

38

o 	 if¡ o _^

3. Si l'on admet p Vg >> p V^ pour le fluide solution, le flux massique de convec¬

tion est largement supérieur au flux de dispersion, l 'équation de conserva¬

tion (17) s'écrit :

(17') -^ = div (p cücin Vg)
St

4. La loi de DARCY s'applique à la solution à condition de vaisonner en vitesse

massique et l 'on a :

V = 	 grad (p + p gz) = Vg . tOcip = '^ t^cin
y

ou encore :

l22) V* = ^ gr^d (p + p gz)
^"cin

II. 4. 2 îî;;ansferts_thermigues

Dans le milieu poreux, l'énergie calorifique est transportée selon

les principaux modes suivants :

- Conduction dans le solide

(23) Fcs = - As g?^d 0 s

As = conductibilité de la matrice solide

0 g= température de la matrice solide.

- Conduction dans le fluide

(24) F^f = - Af grad 6 f

Ajt = conductivité du fluide

Q f= température du fluide

- Convection par le fluide en mouvement

(25) ?yf = pf Cf V* 0 f
P|- = masse spécifique du fluide

Cf = chaleur massique (capacité calorifique)

V = vitesse(massique) = Vg



39

- Dispersion par les fluctuations de vitesse

(26) Fjf = - Dth gr^d 0 f
forme de loi de diffusion posée par analogie avec l'expression (19) du flux

de dispersion en masse car le flux de dispersion thermique a également pour

origine les fluctuations de vitesse.

D-th ~ dispersion thermique.

L'énergie calorifique en mouvement peut être stockée dans le solide

ou dans le fluide :

(27) AQ(¡¿ = Pa^a 	 ^ ^ quantité de chaleur emmagasinée par unité de volume et
3t de temps

a = indice du milieu (s = solide ; f = fluide)

En outre, il y a à tout instant un échange entre solide et fluide

qui tend à équilibrer les températures :

(28) ADg = Et ( 0 f - Ôg)

Remarques :

1. On admet en général que les transferts par diffusion dûs à l'agitation

moléculaire du fluide sont négligeables devant les transferts par conduction

qui eux aussi subsistent même en l 'absence de mouvement du fluide.

2. En théorie, il est posé que tout gradient de potentiel de quelque nature

qu'il soit (hydraulique, électrique, thermique, osmotique) engendx'e un flux

de même nature, mais peut aussi engendrer un flux couple de nature différente

en particulier, un gradient de température crée non seulement un flux ther¬

mique, mais aussi un flux massique (effet Boret) ; un gradient de concentra¬

tion crée réciproquement un flux thermique (effet Dufour) .

2. Dans la plupart des cas d' écoulement en milieu poreux, le temps nécessaire

pour que les températures du fluide et du solide s' équilibrent est extrême¬

ment petit. Ce qui veut dire que l'on admettra couramment E^j- très grand,

soit 0 f = 0 s = 0 .
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Principes d'établissement (et de classification)

des équations de mouvement

Par combinaison des diverses "lois fondamentales" reconnues

applicables à un écoulement, on obtient une "équation de mouvement" qui

constitue une représentation mathématique du "modèle conceptuel" admis pour

cet écoulement (qui n'est donc que la résultante des modèles conceptuels

élémentaires propres à chaque loi fondamentale).

L'équation du mouvement est toujours une "équation aux dérivées

partielles" (E.D.P. en notation abrégée) faisant intervenir paramètres du

fluide (définis en 1.1) et paramètres du milieu (définis en 1.3). Mais sa

forme dépend :

- de la nature et du nombre des phases fluides en écoulement

- des conditions thermodynamiques définissant l'état du système

- des conditions de géométrie :

. du domaine, d'une part : toutes limites rigides = écoulements captifs

ou en charge ; certaines limites variables = écoulements à surface

libre,

. du champ de vitesses : toutes trajectoires parallèles = écoulement

monodimensionnel ¡ toutes vitesses parallèles à un plan = écoulement

bidimensionnel ; champ de vitesse quelconque = écoulement tridimensionnel,

Il s'ensuit une possibilité de classification des écoulements en

fonction des conditions principales précédentes et donc de la forme de

l'équation du mouvement.

Cette classification des "modèles conceptuels" est résumée dans

le tableau récapitulatif ci-après. Les équations de mouvement correspondant

à chaque modèle sont dérivées à partir des équations fondamentales dans les

paragraphes suivants.
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Tableau II - Classl-flcation des principaux modèles d'écoulement
usuels en hydrogéologie

nombre de
phases

conditions
et équations

d'état

domaine
d'écoule¬

ment
dimension autres hypothèses

Forme ds l'équation du mouvement
modèle mathématique conceptuel

désignation
usuelle

code
proposé
éventuel .

nonophasique
(Eau)

isotherme

9.9

Btp-P )p=p e" ^ '^o

captif

"libre"

(z de bas
en haut)

2

2 ou 3

2

3(ti

3z ' ^

milieu homogène

(36) div KL grad = S ||-
S OL

(39) div T grad H = S -f^

i* = 0
équation de
Laglace 	

idem *
S - 0

continuité sur la S.L.
et libération instan¬
tanée de l'eau de la
zone N.S.

+

grad H = grad h = î
ÍDUPUIT)

+

substratum horizontal
+

milieu homogène
+

sans apport et R.P

(Kgraditi-*q) (graditi-k^)»iij ^

valable pour i en (x.y.h)

condition de
surface libre

div(Kb grad b = - div Kb grad Z

3b
équations de
Bousslnesq

div (Kh grad h) - lu - q

Ah
3t

Ah^ = 0 équation de
Forcheimer

formes linéarisées

h = ïï s, s << ïï
+

milieu homogène

-I- 3s
div T grad ^ ° ""p TT ' "í S.L. linéarisés

au 1er ordre

.^2 3h ""e
Ah » T^

3* liTT

S.L. linéarisés
au 2ème ordre

1

Eau

calories

9 variable

P " P(9]

captif
ou

libre

3

ou

2

mise en équilibre ther¬
mique instantanée entre
matrice et fluide

'équation du mouvement de l'eau
[ci-dessus)
X \\ X
V = 	 grad (p * pgz)

(70

u ' ui'e)

d'où
K K

CQ)

div p^C^ V^

immiscibles

Air - Eau

9 =9^

P ' P,

U = U|.

p,

entre
atmosphère
et subs¬
tratum

ne)

(9)

Pat'^
te

z de haut
en bas

air immobile :p . =p .

(à partir du sol)

||-div(D^3,gîad9) -f
(valable entre sol et surface
libre seulement)

C^ 1^ - div (K g?ad h) - -Il

idem +

3x ^ 3y
r iii = i- k

c 3t 3z 1, 3zJ 3z

Immiscibles
eau douce
eau salée

'do

"do

captif
ou

libre

eau douce et eau salée
immiscibles
(biseau salé)

d'où équilibre des près
siens à l'interface :

continuité de l'eau douce
f T - 1 3rH,div[K^tH^-Z^)gradH^J=^-^

continuité de l'eau salée

^1)'d-H

3Z,
dlv[K^(Z.-Z^) g?ad Hj = S ^

PdS '"d - ^l' - "sS (H, - Z^)

miscibles
eau

soluté

9 ==9
0

p ^ p

captif
ou

libre

en princi¬

pe 3

le plus
souvent

2

le traceur n'affecte
pas les propriétés dy¬
namique du fluide

équation du mouvement de l'eau

\j^' ài'J [p grad Cj - V^.grad C

équation du
traceur
parfait
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III. ECOULEMENTS MONOPHASIQUES

III.l. Ecoulements en charge

La combinaison de l'équation de continuité et de l'équation de

Darcy généralisée donne l'équation du mouvement d'une phase fluide unique

dans sa forme la plus générale :

(Ib) div p V
5(pü))
3t

soit en reportant (3), expression de V d'après la loi de Darcy. dans (1b)

(29) div p - (grad p - pg) 3(pcü)
3t

Mais par définition pour les fluides compressibles

lÈÎ = 1É£.
^ " ' V Ap p dp

ce qui entraîne

p = p e ^ '^o et grad p = pg grad p

ce qui permet d'exprimer l'équation de continuité sous les différentes formes

suivantes obtenues en cherchant à ne conserver que des variables indépendantes,

c'est-à-dire, au choix et selon la nature des problèmes p, masse spécifique, p,

pression ou <j), charge hydraulique.

II I.l.l. Pour un écouleiTient_tridimensionnel

A partir de (1) et des relations d'état ci-dessus on obtient les diffé¬

rentes formes suivantes :

1°/ Equation du mouvement par rapport à p :

(30) div
K.rgrad p

p V 6

2 -^
P g

9 (P-Cü)

3t

Equation non linéaire en p qui permet de traiter théoriquement

tout mouvement de fluide compressible.

Mais pratiquement en ce qui concerne les fluides usuels et l'eau en par¬

ticulier, on a, dans les conditions normales :

6 ?¥ S 10"^° (barye )'^
2 3

P g ?í?í 10 C.G.S.
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III. ECOULEMENTS MONOPHASIQUES

III.l. Ecoulements en charge

La combinaison de l'équation de continuité et de l'équation de

Darcy généralisée donne l'équation du mouvement d'une phase fluide unique

dans sa forme la plus générale :

(Ib) div p V
5(pü))
3t

soit en reportant (3), expression de V d'après la loi de Darcy. dans (1b)

(29) div p - (grad p - pg) 3(pcü)
3t

Mais par définition pour les fluides compressibles

lÈÎ = 1É£.
^ " ' V Ap p dp

ce qui entraîne

p = p e ^ '^o et grad p = pg grad p

ce qui permet d'exprimer l'équation de continuité sous les différentes formes
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c'est-à-dire, au choix et selon la nature des problèmes p, masse spécifique, p,
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Donc le terme p g qui représente l'influence des forces de gravité
1 -»

sera presque toujours négligeable devant le terme grad p qui re¬
ts

présente l'influence des forces de pression. Il vient alors :

(31 ) div( k grad p) = gy 9(p(i)'3
3t (forme peu usitée en pratique)

2°/Equation du mouvement par rapport à p seul :

A partir de la forme précédente on obtient :

(32) div(k p g grad p)= gp |i^^
0 t

te.si le milieu est supposé incompressible_ (w = C ) il vient

(33) div( k grad p) = g y 0)
9t

. si le milieu est supposé compressible on peut admettre une loi

de compressibilitê de même forme que pour les fluides soit :

a (p - p )
(jj = ùj e o

o

et par conséquent

3 (pu)) , - 3p-r-r	 = P Ü3 (a + g) -^
3 t - 0 0 dt

soit pour l'équation de continuité

(34)
forme très utilisée par les pétro¬

liers sous le nom d' "équation de

diffusivitê"

Equation du mouvement par rapport à ()) :

L'introduction de <f) est plus délicate, et suppose d'autres

approximations notamment :

On se trouve près de l'état de référence des potentiels

et les variations de p sont suffisamment faibles pour que l'on

puisse admettre :
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p-po
á> = ^ ^ < z - ZO

pg
P-* z
pg

et

K. = ^-^ peu variable en fonction de p = 	

d'où pour la loi de Darcy la forme simplifiée

V = - K grad (J)

Dans ces conditions"normales" (mais dans ces conditions seulement)

l'équation de continuité prend la forme :

(35) div (p K grad (|)) = p w (a+g) ^
O o oL

qui devient en explicitant le premier membre [dérivation d'un produit) :

[
,222

^- ^ -MX ,y n l ^^ 3<l' 3<Î> 9<Î> I , ., 3p
p div K grad (i) + Kp &g lE^ -^ Er: * Ei - Ez l^ P ^ (a+g) -^3x 3y 3z 3z

Mais si l'on néglige le terme Kp gg

] 3t

du second ordre en <^ et

faisant intervenir g (très petit) et si l'on explicite le second membre,

pour faire apparaître le coefficient d'emmagasinement spécifique S^,

(volume d'eau libérée pour une variation unité de la charge) on trouve

après simplification par p (en fait par p ) :

(36) div K grad ¡^i = p gu (a+g) 9_^

3t
formes les plus utilisées

en hydrogéologie
ou

(37) div K grad (^ = 0 (régime permanente

III. 1.2. Le_cas_garticulier_de_l^écoulement dans_uiie çouche^_L]^h^DOthëse_de__

Ë2di[?ensionna2ité^_Introduction_de_T_(tran^ §î_^§_§_Î99§f:

fl9l§ilÎ_^l§!l]!îlÊ9Ê§inement

Soit une couche aquifère limitée par un toit T et un mur M réputés

imperméables (flg. AI. 8).

$ Il faut alors faire une hypothèse sur le modèle de comportement élastique
du milieu. Voir à ce sujet COOPER (1966), DE WIEST (1966), GAMBOLATI (1972,
1973), KARANJAC (1972).
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Pour résoudre un problème d'écoulement dans un tel milieu la

méthode la plus générale consiste à résoudre un système constitué par :

- une des équations générales tridimensionnelles citées précédemment,

(en général celle en <i>]

- les équations des conditions aux limites propres à chaque cas particulier

(prélèvements par forages par ex.)

- les équations des conditions aux limites traduisant l'influence des li-

mites géologiques du réservoir (épontes) soit :

_3^

3n

3())

° épontes imperméables )

ou
) (avec n vecteur normal aux surfaces

^ M(x, y, z) et T(x. y, z). = q, épontes à drainance . nix, y, zj et l ix, y,
dn d )

substratum ou mur

?l-3i_6Ill * Condittom d'zzoutzmznt zn couzhz aqul^iZAz captivz

Mais on peut traiter plus simplement les écoulements en couche aquifère si

on peut faire l'hypothèse qu'ils sont bidimensionnels horizontaux ;

un écoulement peut être considéré comme bidimensionnel horizontal si on a

V = e << V ou V
z X y

soit :

|i = e « ^ ou |i
3z 3y 3x

ce qui entraîne

3p
3(pg z)

1 = p ?V - p g z

ou autrement dit : en écoulement bidimensionnel la pression est hydrostatique.
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Dans ce cas le potentiel ((> est constant en tout point d'une verti¬

cale traversant la couche, et numériquement égal à la cote H atteinte par

l'eau dans un piézomètre captant tout ou partie de cette verticale.

Selon un usage courant nous proposons pour faciliter les problèmes

de typographie de remplacer alors le terme (Ji par le terme H (encore appelé

"charge hydraulique "). Toutefois, nous conseillons de revenir à ip (potentiel)

dès que l'hypothèse de bidimensionnalité n'est pas strictement admise. De même,

pour éviter lés confusions on réservera la lettre h pour désigner la cote

d'une surface libre par rapport au plan de référence des potentiels.

Pour les écoulements en milieu aquifère géologique l'hypothèse de

bidimensionnalité est en général tout à fait justifiée (couches de faible

pendage présentant une épaisseur faible et variable progressivement) ce qui

entraîne 2 conséquences importantes :

1 . On peut tracer des cartes piézomètriques de la nappe à partir des niveaux

relevés dans des piézomètres atteignant la couche aquifère en un point quel¬

conque de sa section verticale (répartition hydrostatique de pressions).

2. On peut simplifier la formulation du système représentant les écoulements dans

la nappe en ramenant à une seule équation le système :

Í équation générale

(équation des conditions aux limites le long des épontes

En effet, considérons un prisme élémentaire de côtés Ax. Ay (x y)

avec b (x y) = épaisseur de la couche au point x y. (voir figure AI. 8).

Pour un tel prisme l'équation de conservation s'écrit :

3(bVx) 3(bVy) 3(pa)b) ^ 3(wp)
(38) 	 + 	 ^ = 	 = -b 	 ^

3 X 3 y 3 t 3 t
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et en combinant avec l'équation de DARCY et l'équation d'état ex¬

primées en fonction de H.

(39a) A_ (Kb ^ËL ) .
3 X

3 ri^i_3H, , r ,3H	 (Kb 	 ) = b p g ÜJ (a + g) 	
3 X 3 y 9 y 3 t

(39b)

soit

3 X

T (x,y) 3 H

3 X 3 y
T (x,y;

3 H

3 y .

3 H

3 t

avec : T (x,y) = K b

S = bpgcü.(a +

V, q. / b A x
X

q . / b Ay
^y

S3 b

transmissivité

coefficient d'emmagasinement

(de la couche)

Ainsi sont introduites les deux notions classiques de transmissi¬

vité et coefficient d'emmagasinement d'un aquifère stratiforme.

Rappelons encore qu'elles impliquent bidimensionnalité et horizon¬

talité de l'écoulement.

III. 2. Ecoulements à surface libre

1 1 1 . 2 . 1 . Défini tions_;_H^gothèses

1. D'une manière générale, on appelle surface libre toute limite

géométrique du domaine d'écoulement non fixée rigidement, c'est-

à-dire dont la forme dépend du champ (j), , à l'intérieur
ix^y,z,tj

du domaine.

2. En pratique, en ce qui concerne les écoulements monophasiques

d'eau, on considère qu'une telle surface ne peut exister qu'à

la séparation entre le domaine saturé et le domaine non saturé

du milieu aquifère. Cette surface étant physiquement floue, on

admettra pour en donner une définition mathématique précise que

c'est : le lieu géométrique des points où la pression (de l'eau]

est nulle (par rapport à la pression atmosphérique). C'est

l'hypothèse de base de la théorie des écoulements monophasiques

à surface libre (ou"nappes libres").

On remarquera que la surface libre n'est pas obligatoirement

une ligne de courant.
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3, De plus pour développer cette théorie, on admettra (hypothèses de

FORCHHEIMKet BOUSSINESQ)

- que la hauteur capillaire est négligeable

- que la saturation ou la désaturation du terrain est instantanée

et intéresse uniquement la porosité efficace. Ce qui revient

à attribuer à la courbe succion-teneur en eau du terrain une

forme très schématique (voir fig. AI. 9).

^#
Ôt

dJv (Kgrad.Cf)

courbe succion teneuren eau pour
la the'orje de Boussinesq- Forchheimer

courbe re'elle
NON SATURE

surface libre (P = 0 , z =h)

S ^-?- = div KgnodCp;i<0
o t

SATURE

^r i^eff "^o & teneur en eau

l-iSzBlzî^' ^--^Z-OutLonA znüiz domalnz ¿atuAZ zt domatnz non ¿atuAZ

dan6 ¿a thzoñEz du zzoutzmznti à ¿uA^aaz tibfiz - Szkzma

-itattquz, dz^tnition dz ta -suA^^acz Ithfiz.

domaines :

Selon ces hypothèses, la surface libre sépare donc nettement deux

- le domaine saturé où s'appliquent les équations fondamentales de

l'écoulement monophasique énoncées précédemment

- le domaine non saturé ou n'a lieu aucun écoulement (l'eau y est

à la teneur résiduelle) .

En fait il existe un écoulement diphasique air-eau dont le modèle conceptuel

sera proposé plus loin. '
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1 1 1 . 2 . 2 . Eguations_fondamenta]^es_aggl^i cab2es_aux_écou]^em^^

Le problème des écoulements à surface libre est un problème à

deux inconnues :

. le champ de potentiel ()> (x, y, z, t)

. la forme de la surface libre h (x, y, t)

Sa solution en toute généralité implique la résolution d'un système

de deux équations, l'une caractérisant le potentiel, l'autre la surface libre.

111. 2. 2.1. EQUATION DU POTENTIEL

Elle s'applique en tout point à l'intérieur du domaine saturé et

s'écrit évidemment

(36) s -^ = div (K grad ((>)

3t

Toutefois, on admet le plus souvent* que pour la plupart des écoulements à

surface libre qui sont des écoulements superficiels en aquifères assez gros¬

siers et peu épais, le coefficient d'emmagasinement S (au sens où nous l'avons

définis en III. 1.2. : somme de la compressibilitê du terrain et de la compres¬

sibilitê de l'eau) est négligeable. Et on prend :

(37) div (K grad <fi) = 0

111. 2. 2. 2. EQUATION DE LA SURFACE LIBRE

Elle s'obtient en combinant les deux propriétés fondamentales de

la surface libre :

1. La surface libre reste à tout instant le lieu des points de

pression nulle, ce qui implique :

(38) p (x,y,z,t) =0 ^ " °

soit

dt 3t 3x At 3y At 3z At

« Cette hypothèse est discutable et a été discutée ; voir NEUMAN (1972, 1973,
1974), STRELTSOVA (1973).

50

1 1 1 . 2 . 2 . Eguations_fondamenta]^es_aggl^i cab2es_aux_écou]^em^^

Le problème des écoulements à surface libre est un problème à

deux inconnues :

. le champ de potentiel ()> (x, y, z, t)

. la forme de la surface libre h (x, y, t)

Sa solution en toute généralité implique la résolution d'un système

de deux équations, l'une caractérisant le potentiel, l'autre la surface libre.

111. 2. 2.1. EQUATION DU POTENTIEL

Elle s'applique en tout point à l'intérieur du domaine saturé et

s'écrit évidemment

(36) s -^ = div (K grad ((>)

3t

Toutefois, on admet le plus souvent* que pour la plupart des écoulements à

surface libre qui sont des écoulements superficiels en aquifères assez gros¬

siers et peu épais, le coefficient d'emmagasinement S (au sens où nous l'avons

définis en III. 1.2. : somme de la compressibilitê du terrain et de la compres¬

sibilitê de l'eau) est négligeable. Et on prend :

(37) div (K grad <fi) = 0

111. 2. 2. 2. EQUATION DE LA SURFACE LIBRE

Elle s'obtient en combinant les deux propriétés fondamentales de

la surface libre :

1. La surface libre reste à tout instant le lieu des points de

pression nulle, ce qui implique :

(38) p (x,y,z,t) =0 ^ " °

soit

dt 3t 3x At 3y At 3z At

« Cette hypothèse est discutable et a été discutée ; voir NEUMAN (1972, 1973,
1974), STRELTSOVA (1973).



(40)

51

ou encore

dp 3p T> -> , n
dt = 3t " ^ grad p = 0

avec Ú = vitesse d'avancement de la surface libre (voir notations
figure AI.9) .

2. L'équation de continuité s'applique à la surface libre

On a donc (schéma ci-dessous) sur chaque élément ds de surface libre

(V - q") n ds dt = Ü n" dt ÜJ
eff

soit

J flux à travers la surface =

volume envahi par l'avancée

de la surface libre (en sup¬

posant que celle-ci rencontre

instantanément un terrain a

sa teneur en eau résiduelle 9r) .

z

-1

-^.y

(41)

On en déduit :

(\^ - q) = Ü .^^^

V = vitesse de Darcy au droit de la surface libre

q = flux échangé à travers la surface libre.

(42)

En combinant (18) et (19)

dp _ V - g

^' " t '^eff
grad P + 1^ = 0

et en se rappelant que :

p = pg<}) - z et V = - K grad

on trouve :

^eff 3t " ^"^ ^^^^ 4' + q5 (grad ¡(i
k)

(40)
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soit (en notant qu'en pratique les débits sortants sont comptés néga¬

tivement en valeur algébrique) :

(3*^
UxJ

ou

+
' 3<}) '

i-

^ 3y '

encore :

'd±'
^ 3z J

t-£-il_Hli = _Ë. li
K 3z K 3z "" K 3t

(q > 0 = injection, q < 0 = pompage)

(43)
f 3<|) '

l 3x J

2

f

-e- >coco

2

^
f 3(fi K + q 1

3z 2 K -

2
_ ÍK - ql

i 2 K .

2

1 (JJ eff 3<t>

K 3t

C'est l'équation fondamentale définissant la surface libre ou "con¬

dition de surface libre". Dans cette équation (j) désigne le poten-

tiel en (x, y, h) c'est-à-dire sur la surface libre.

Elle admet les formes simplifiées suivantes :

(44)
_3¿

Sx-I V 3y

\2
_3¿

3z

3(j) _ (ji3 e 30

3z K 3t

régime transitoire sans échange avec l'extérieur

(45:
' 3^^

l 3x

2 2
^ 3(^^

3y

'_3¿ K + q "

. 3z 2K

K - ql
2 K J

régime permanent avec échange

(46) \^^
i 3x J

2

^ '_3i'
l 3yJ

2

F
'_3¿"

l 3z.

2
3(f)

3z

régime permanent sans échange

On voit d'après les équations qui précèdent que la condition de

surface libre n'est pas linéaire, (termes en f 1 ^ '
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III. 2. 3. Eguations_simg2Ífl§es

III. 2. 3.1. L'HYPOTHESE DE DUPUIT. FORMES SIMPLIFIEES NON LINEARISEES

(BOUSSINESQ, FORCHHEIMER)

L'hypothèse de DUPUIT consiste à admettre que le gradient hydrau¬

lique est le même en chaque point d'une verticale, et- est égal à la

pente de la surface libre.

C _3^
3z

(47) <

grad (j) = grad h

"*J

Ecoulement bidimensionnel Ecoulement tridimensionnel
(i=£) (i><i)

is ïO.opport nul is ^ 0, apport por infiltrotion
hypothèse de DUPUIT modèle de FORCHHEIMER.

M M M n M U
q>(xj = «f(K<,h,) =H,

:lf(x,,ZsJ=h,
Piézomètres ponctuels

Piézomètre complet

<p(X2.h2)

Hg^iptxg)
(p(X2,Z88)

Vzâ'.AlËËiE' '^'^^J^'^oy^ zntAz cotz zt potzntú,2Z : hijpotkz&z dz

VUPUJT

Soit avec les notations de la figure AI. 10

V dh , . J, .
17 " -: = sin 1/71
K dx

i(x^, Zg) = h{x^)

approximations non valables au point x_ où <f)(x_ h) ;¥ <|)(x_, Z )
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On voit d'après la figure que l'hypothèse de DUPUIT n'est valable

que dans les domaines où les équipotentielles ¡j) (x, y, z) sont peu

inclinées par rapport à la verticale.

Avec les notations de la figure AT,11 l'équation de conservation

pour les écoulements où s'appliquent l'hypothèse de DUPUIT et les hypothèses de

BOUSSINESQ-FORCHHEIMB^ en ce qui concerne les mouvements de la surface libre, prend

la forme suivante :

hAt

& X

origine des charges

¥¿Q, AJ-II ; EquatÁ.on dz conÁeAvoitÁ.on a.vzz hypothz&zi> dz VUPUIT zt

,.,,,,., u 9 ipi^) ^ 3 b _ (avec q<0 = pompage(48) div (p b V) + b 	 ^	 + p u)j,j, 	 = P q . _ ËË.I.
3 t

eff

r, J 4. u 3(P(D) ,Des deux termes b 	 et p w

3 t

3 b

eff

q>0 = injection)

qui représentent respec-
3 t "' ' 3 t

tivement 1 'emmagasinement de l'eau par compressibilitê du fluide et du terrain

et 1 'emmagasinement par saturation ou désaturation du matériau aquifère le

premier est toujours négligeable devant le second et on admet :

Même principe d'établissement que pour la forme générale donnée précédemment,
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(49) div (b\^) = q - ^^^^^

mais (hypothèse de DUPUIT) : V = - K grad h et -|^ = |^ = |^
ot 3t dt

et on a

(50) div (K b g?ad h) = u^^^ |^ - q

ou encore en notant que : b = h - Z , ce qui entraîne
s

(K b grad b) = (K b grad h) - (K b grad IJ,

soit

(51) div (K b grad b) = - div (K b g?ad Z ) + w |^ - q
S s T T o L

Ce sont les équations de BOUSSINESQ valables pour :

1. Hypothèse de DUPUIT vérifiée

2. Régime transitoire

3. Milieu hétérogène.

On en déduit les formes simplifiées suivantes pour un milieu homogène

Substratum incliné

(jO -,

(52) div (b g?ad h) = ^ If " K

ou encore

(53) div (b grad b) = -^ 1^ - -^ - div (b grad Z )
In 0 L N S

si substratum horizontal

(54) div (b grad b) = div (h grad h) = -^ U " ^
K dt l\

55

(49) div (b\^) = q - ^^^^^

mais (hypothèse de DUPUIT) : V = - K grad h et -|^ = |^ = |^
ot 3t dt

et on a

(50) div (K b g?ad h) = u^^^ |^ - q

ou encore en notant que : b = h - Z , ce qui entraîne
s

(K b grad b) = (K b grad h) - (K b grad IJ,

soit

(51) div (K b grad b) = - div (K b g?ad Z ) + w |^ - q
S s T T o L

Ce sont les équations de BOUSSINESQ valables pour :

1. Hypothèse de DUPUIT vérifiée

2. Régime transitoire

3. Milieu hétérogène.

On en déduit les formes simplifiées suivantes pour un milieu homogène

Substratum incliné

(jO -,

(52) div (b g?ad h) = ^ If " K

ou encore

(53) div (b grad b) = -^ 1^ - -^ - div (b grad Z )
In 0 L N S

si substratum horizontal

(54) div (b grad b) = div (h grad h) = -^ U " ^
K dt l\



56

2 2 2 2

,^^1 A (h ) = 1	 ^^' + 1	 ^^'^ = Ë^ Ul - ^ q (régime transitoire)
3x2 3 y 2 K 3t

ou encore

(56) A (h^) = 	 (régime permanent avec apport)
K

(57} A (h^) = 0 (régime permanent sans apport)

Equation de Forchheimer

III. 2. 3. 2. EQUATIONS LINEARISEES

Même quand on admet l'hypothèse de DUPUIT, les équatiens différen¬

tielles obtenues ne sont pas linéaires, sauf l'équation de FORCHHEIMER. (appli¬

cable aux seuls écoulements permaments en milieu homogène et en prenant pour

variable h ) .

On a donc cherché à en trouver des formes linéarisées qui en sont

des approximations valables dans certaines conditions seulement. Ainsi pour

les équations de BOUSSINESQ avec substratum horizontal :

1. Linéarisation ay_premier ordre_

Si l'on admet que h varie peu (selon x et y) c'est-à-dire qu'en

tout point on a :

b=h + s et s<<'h

avec h = valeur moyenne

s = rabattement (par rapport à la moyenne)

on obtient en négligeant dans (54) les termes du second ordre en s

(58)

2 2
3 s _^ 3 s _ üje^ d_s _q_

3 x^ 3 y2 T 3 t t

avec T = K h
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soit encore puisque h = s + C
te

(59)
32 h

3 x2
+

32 h

3 y2

ue 3 h

T 3 t

q

T

C'est une équation identique à celle obtenue pour les écoulements

bidimensionnels en nappe captive a la signification près , du coef¬

ficient d'emmagasinement et en prenant :h cote de la surface libre

H potentiel hydraulique.

Notons tout de suite que quand un hydrogéologue baptise carte pié¬

zomêtrique une carte du toit de la surface libre, il fait donc implicitement

(et sans le savoir ?) toutes les approximations qui nous ont conduit de (36)

à (59) c'est-à-dire, principalement : hypothèses de DUPUIT, et de BOUSSINESQ-

FORCHHEIMER ; substratum peu incliné.

i 	 «"rfocB i.K.n plan moyen

substrotum

plande référence

F.¿3._Aí-J2_: ConduXíonÁ d' appliccuUon dz la. tinzcJU&atLon au.

pflZmioA OAdKZ.
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2. LÍDéarisation_au_2eme_ordre

Dans ce cas on linéarise en posant

3h 1 3h^
3t yy 3t

2h

avec

/ 2 2 2
h = / h (h = valeur moyenne de h )

et (55) devient

(60) 3^h^ ^ 3^h^ ^ _3]¿ %. - S_

3x 3y Kh Kh
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IV. ECOULEMENTS DIPHASIQUES IMMISCIBLES

IV. 1. Généralités sur les écoulements polyphasiques immiscibles

Définition : 2 fluides sont immiscibles s'il existe entre eux une énergie

interfaciale qui se manifeste par une tension appliquée sur la surface de

séparation entre fluides (voir 1.1. 6., page 8).

Quand deux fluides immiscibles sont en contact dans les inters¬

tices d'un milieu poreux il existe donc une discontinuité de pression à

travers les interfaces (microscopiques) qui les séparent.

Cette différence entre les pressions est dénommée pression

capillaire

pc = p2 - pi .

Principes d'un modèle conceptuel d'écoulement polyphasique

Ce modèle repose sur les postulats suivants qui élargissent

et généralisent ceux proposés pour l'écoulement monophasique :

1° Chaque fluide est considéré comme occupant totalement le milieu continu

équivalant mais à une teneur variable dans l'espace et complémentaire

en chaque point, de celle des autres fluides :

i=n
y s. = 1 (n = 2 ou 3 au maximum)
A 11=1

avec s. = degré de saturation ou rapport, pour un V.E.R., du volume

de fluide au volume de pore,

ou encore (autre expression équivalente)

i=n
y e. = Ü3

1=1

avec 0. = teneur volumique ou rapport du volume de fluide au volume

du V.E.R. (donc 6. = s.w ) .
1 1

2° La différence des pressions microscopiques entre fluides, c'est-à-dire

la pression capillaire est, en chaque point, fonction de la teneur

Ap. .=f(s.,s.) (i,jde1àn)
l.J 1 J
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3° Chaque fluide est supposé se mouvoir selon le modèle défini pour un

fluide unique :

Conservation de la masse

div p. Vi =

3 (b . (jjs . )
1. 1
3t

->
Vi = vitesse de filtration définie à partir des flux de.-chaque

fluide.

Loi de Darcy (conservation de la quantité de mouvement) appliquée

sous une des formes définies en III. 1

Vi = - 	 (grad p - pg) fluides compressibles

conditions quelconques

ou

K. . r . , ^ p . K P

(grad 	 + z)

soit

PiS / flui
dans

Vi = - K. , . , , grad <)) .i(j,k) ^ ^1

des peu compressibles

des conditions "normales'

Dans ce cas K.,. , . désigne la "perméabilité effective" dui(j,k) ^ 	
fluide i en présence des fluides j,k et l'on admet :

K

kr.
i(j,K) f(e.) et de 9. seulement

1 1

avec K = perméabilité intrinsèque du milieu pour un fluide saturant

kr. = perméabilité relative du fluide i
1 '-	

Equations d'état

Pi = Pi (Pj^ .t)

Vi " IJi tPi 't)

En définitive, la représentation mathématique de tout écoule¬

ment polyphasique de fluides immiscibles se ramène à un système d'équations

comprenant : n (nombre de phases) équations aux dérivées partielles, les

fonctions définissant les paramètres relatifs, les équations d'état de

chaque fluide.
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avec K = perméabilité intrinsèque du milieu pour un fluide saturant

kr. = perméabilité relative du fluide i
1 '-	

Equations d'état

Pi = Pi (Pj^ .t)

Vi " IJi tPi 't)

En définitive, la représentation mathématique de tout écoule¬

ment polyphasique de fluides immiscibles se ramène à un système d'équations

comprenant : n (nombre de phases) équations aux dérivées partielles, les

fonctions définissant les paramètres relatifs, les équations d'état de

chaque fluide.
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Par exemple pour 2 phases compressibles on obtient

r Kr.
^. d IV

(61) \

\.

1 (grad p^ - p^g)

div
kr.

K - 2 (grad p - p g)
V2

3(11)61)

3 t

3(ii)e2)

3 t

kri = kPi (9i )

kr2 = kr2 (82 )

01+92 = w

P2 - Pi = Pc ^'^^

équations d'état en y et p

IV. 2. Cas de l'écoulement diphasique air-eau dans les sols : écoulement en

milieu non saturé

En toute rigueur il s'agit bien de 2 fluides immiscibles : le mo¬

dèle conceptuel décrit ci-dessus s'applique tout à fait (certains le préco-

nisent). Mais on peut proposer une forme simplifiée, d'usage plus répandu,

qui repose sur les hypothèses supplémentaires suivantes :

- la phase air est toujours à la pression atmosphérique

- l'écoulement se fait dans des conditions voisines de la "normale":

la masse spécifique de l'eau reste donc constante (p ^ po)

Dans ces conditions, il suffit d'écrire l'équation du mouvement pour

ce qui concerne l'eau seule :

M voir notamment à ce sujet la série d'articles de MOREL-SEYTOUX (1973, 1974)
in Cahiers de 1' ORSTOM.
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1 ° Conservation de la masse

(62) II- = - div V
dt

2° Conservation de la Quantité de mouvement : loi de Darcy

^ = - K grad (ji

avec

kr p g
K = ^^^ = K(9)

Peau'
* = 	 - z (l'axe des z étant orienté de haut en bas à partir

pg ^
du sol selon la convention la plus couramment admise

pour les études de la zone non saturée)

soit en introduisant la hauteur piézomêtrique (ou "pression effective")

h ou la succion il; = - h
P ^ p

d) = h - z = - íú) + z)y p

et pour la loi de Darcy

(63) V = - K grad (h - z) = K grad [^ + z)

3° Equation de mouvement

Selon l'optique des études envisagées on peut l'exprimer sous deux

formes différentes :

En prenant comme variable principale la teneur en eau 9 et en considérant

la succion \¡), l'équation s'écrit

(64) li = - div [k g?ad {^ + z)1 = - div (K -||- g?ad 6) - ^
dt '- -* dt) dz

Comme d'après l'allure générale de la relation entre ij; et 9 on sait que

-rr- toujours < 0, on pose usuellement :
au
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(6) 39

0. . = diffusivitê, paramètre
( 9 )

structural toujours > O

et avec ce nouveau paramètre

Sfl -* 3K

^''^ f = ^i^°(9) ^''^' -^
e, e,

L'inconvénient de cette forme est qu'elle n'est valable que

dans la zone non saturée et même difficile d'usage au voisinage de la

surface libre où Drû-)"*" °°

En prenant comme variable principale la hauteur piézomêtrique h^ (ou pres¬

sion effective en hauteur d'eau). Dans ce cas

(65) II- = |?-T^ = div (K g?ad(h - z)) = div (K g?ad h ) - -^
3t dh 3t p p oz

P

36
et on pose -rr = C capacité capillaire

^ 3h c '^
P

Soit

3h
(66) C E = div (K grad h )

c 3t p
US
3z

Le principal intérêt de cette forme, c'est qu'elle passe en conti¬

nuité à l'équation du mouvement dans la zone saturée puisque sous la surface

libre C =0 et K = C ^, et l'on retrouve ainsi pour z > z^ (z = cote
c 11

de la surface libre)

div K grad h = 0
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IV. 3. Cas du "biseau salé" (figure ai. 13)

Dans un biseau salé, eau douce et eau salée ne constituent pas à stric¬

tement parler deux phases immiscibles : il n'y a pas de tension interfaciale

sur la surface de séparation entre eau douce et eau salée. En fait il s'agit de phase;

miscibles et on passe continuement de l'eau douce à l'eau de mer. fiais cette

zone de transition entre les 2 masses de fluide se fait le plus souvent sur

une très faible distance ce qui permet de faire l'approximation qu'il existe

une interface nette au travers de laquelle il y a non pas discontinuité des

pressions mais discontinuité des potentiels, soit en admettant les 2- phases

peu compressibles

P g
d

du côté de l'eau douce (densité p

Ps^

du côté de l'eau salée (densité p )
s

Si en outre on admet que les mouvements sont bidimensionnels dans

les 2 phases , c'est-à-dire :

. substratum (et éventuellement toit) peu incliné,

. biseau peu incliné (pas de coning vers un puits),

. écoulement de l'eau douce captif ou libre avec hypothèse de

DUPUIT, et de BOUSSINESQ-FORCHHEIMER.

on peut alors proposer un modèle dont la forme s'apparente à celle d'un écou¬

lement diphasique immiscible :

(66]

Equation de continuité de l'eau douce

3_9_

3x
K, (H, - Z.)
.d d 1

^^d-
3x

3y
K , (H^ - Z.)

d d 1

3H^n

3y -I
+ q = S

3(H^-Z.:
d 1

3t

(67)

Equation de continuité de l'eau salée

_3_

3x
K (Z. - Z )

SIS

3H -
S

3x

_3_

3y
K (Z. - Z :

SIS

3H - 3Z.

3y -' 3t
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Expression de l'équilibre des pressions à l'interface

Í68) ^ ü^ %- h^ - Ps S (H3 - Z^)

avec les notations suivantes :

K^ Cx,y)

K (x,y)
s

K(x,y) perméabilité à l'eau douce (.en m/s)

PS
K (x,y) perméabilité à l'eau salée (en m/s)

Z^ (x,y) cote du substratum de la formation perméable
(en m)

coefficient d'emmagasinement

H^ (x,y,t) hauteur piézomêtrique de l'eau douce

H (x,y,t) charge de l'eau salée

Z. (x,y,t) cote de l'interface eau douce - eau salée

débit échangé avec l'extérieur (> 0 entrant)

F¿Q. Al. 13 - Schzma d'unz ¿nZoA^azz zau douez - zau i¡aJizz
zn aqul{,ZAZ zôtlzn.
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V. ECOULEMENTS DIPHASIQUES MISCIBLES

V.l. Généralités

V.1.1. Définition : Deux (ou plusieurs) fluides sont miscibles s'il

n'existe aucune énergie interfaciale entre eux. Aucune interface visible

n'apparaît au sein du fluide résultant de la mise en contact : les molé¬

cules de l'un et l'autre fluides sont intimement mélangées. Le champ de

pression dans la masse fluide est continu,

V.1.2. Exemgles_eii_hYdrogéo]^ogie

En général, les fluides que l'on considère en hydrogéologie sont

des solutions aqueuses contenant des corps dissous (solutés) en proportion

(ou concentration C = masse / unité de volume) variable. Par exemple dans

le cas de l'intrusion marine le fluide F1 est de l'eau douce, le fluide

F2 est de l'eau salée. Dans le cas d'un traçage ou d'une pollution mis¬

cible, le fluide en place dans le terrain (F1) est de l'eau douce (ou

d'une salinité constante), le fluide injecté (volontairement ou acciden¬

tellement) est une solution aqueuse d'un certain soluté.

En règle générale, nous aurons toujours le fluide principal Fl (en

terme de volume) qui sera l'eau et un fluide "polluant", F2, qui sera

une solution d'un certain soluté ou "traceur" à concentration déterminée

C avant le mélange.
o ^

Le fluide résultant du mélange entre le fluide principal et le fluide

dissous sera une solution à la teneur C < C .
o

L'évolution de la teneur du soluté dans le fluide principal (l'eau)

lui-même en écoulement à partir de points ou limites d'injection constitue

ce que l'on appelle le phénomène de "dispersion" ou "d'écoulement hydro-

dispersif " .

V.1.3. Princiges_généraux d'établissement d'un model e_d'écou2ement_hYdro-

disgersif

. Le modèle le plus courant repose sur les hypothèses suivantes :

- l'écoulement est isotherme et la compressibilitê de l'eau n'est pas

affectée par la dissolution du soluté (tout à fait exact) : la solution
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résultante est supposée incompressible dans les conditions "normales"

de pression ;

- la dissolution du soluté affecte principalement la masse spécifique

p (effet plus ou moins négligeable) et la viscosité y (effet qui

parfois peut être important) du fluide.

. Les variations de teneur du soluté n'entraînent pas de variation de

volume (l'écoulement est conservatif en volume).

. Les transferts en masse de la "solution" (on dit aussi le fluide) sont

représentables par le modèle hydrodynamique classique présenté pour les

écoulements monophasiques en tenant compte des variations de p et p en

fonction de la concentration du soluté.

. Les transferts de traceur ont principalement pour cause les mécanismes

de convection, dispersion cinématique, diffusion moléculaire, dont les

lois de base ont été rappelées en II. 4.

V.2. Cas de l'écoulement d'une solution hétérogène

Dans ce cas qui est par exemple celui d'une injection massive de

polluant très dense (saumure) ou celui du biseau salé considéré dans une

optique moins schématique que celle décrite en IV. 3 (écoulement diphasique

immiscible), il y a étroite dépendance du mouvement du fluide affecté par

les variations de densité et la concentration du soluté qui dépend elle-

même de la vitesse d'écoulement (convection) et de ses fluctuations

(dispersions) .

Le modèle représentant l'écoulement se traduit sous la forme d'un

système d'équations à résoudre simultanément.
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/
div (pV ) -

3t

w k -*
V = - grad (p + pgz]

p = p + a(C - C )
o o

V = M + B(C - C )
o o

1£
3t

(69) <

_3C

3t

div

soit

div

(D + D . ) grad C
m cin

équation de conservation en masse
du fluide

Darcy généralisé pour le fluide

Equations d'état -le. la solution

(a et e = ntb;

div (V'C) conserve!, ion u; masse uu
sox:y.é

(D + D . ) grad C
m cin

V grad C

car

div (V'C) = V grad C + _C div V'_

= 0

V - V D . grad p
cin

'^

écoulement conservatif en

volume

relation entre vitesse massique

et vitesse volumique

V.3. Cas de l'écoulement d'une solution homogène : le modele du traceur parfait

Si le produit injecté n'affecte pas les propriétés dynamiques de la

solution, le modèle se simplifie considérablement.

p = p^ = C

En effet, on a alors

te
y = y.

,te

d'où V^= V' = V = V/ü3 cin

Le mouvement du fluide est donc représentable par un des modèles

d'écoulement monophasique présenté en III à partir de la forme générale

:i) div (pV) 3 (po))
wt

Le mouvement du soluté est représentable par l'équation de conser¬

vation suivante :
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(70) -^ = div \b grad c] - V^ g?ad C

Ces deux équations peuvent être résolues de manière indépendante

(1) d'abord, pour obtenir le champ de vitesse V puis V

(70) ensuite, connaissant V , pour obtenir le champ de concentration C.

VI. TRANSFERTS COUPLES : THERMIQUE ET DE MASSE

Quand le milieu aquifère est en outre le siège de transferts thermiques,

il faut adjoindre au modèle d'écoulement hydraulique le modèle de transfert

thermique adéquat.

Le plus généralement admis repose sur les hypothèses suivantes :

- Dans les milieux poreux les plus courants l'équilibre thermique entre

phase fluide et phase solide s'établit quasi instantanément et on a

'0- =0=0 température du milieu

- De même on peut attribuer au milieu continu équivalent des paramètres

thermiques obtenus par combinaison linéaire des paramètres du fluide en

écoulement et du solide constituant la matrice. Soit

X = cüA + (1 - üj) A conductivité thermique
a f s

C = (dC + (1 - (jj) c capacité calorifique
a -( T

- Les transferts thermiques les plus importants ont pour origine :

. la conduction" dans le milieu continu équivalent,

. la convection par le fluide,

. la dispersion thermique,

dont les lois fondamentales sont définies en II. 4. 2.

Sur ces bases, et en se limitant au cas où le fluide vecteur est mono¬

phasique (en fait l'eau), et chimiquement homogène, le modèle de transfert

thermique s'écrit sous la forme d'un système d'équations :
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(70) -^ = div \b grad c] - V^ g?ad C

Ces deux équations peuvent être résolues de manière indépendante
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(70) ensuite, connaissant V , pour obtenir le champ de concentration C.
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(71)

r
div (pV)

èp_

3t

grad (p + (Dgz) = Ve X U) .
y cin

<

p=pri-n(0-e)*l
o - 0 -i

y = y (9)

conservation de la masse du fluide

loi de Darcy

équations d'état du fluide

en fonction de 0 .

conduction dispersion convection

V

ou en regroupant les termes de conduction et de dispersion

Pa^a It- ^^^ C^^a ^ °th^ g?ad 9 Q - div p^C^ V^ Q

Remarques :

1/ Pour la résolution de ce système il faudra, comme pour celui décrivant

le transfert en masse, distinguer deux cas :

. Si la gamme de variation de 0 est assez faible pour que l'on puisse

admettre :

P #Po et y ^ y^

il suffit de résoudre d'abord l'équation de mouvement du fluide pour

V puis de reporter dans l'équation de transfert thermique pour g .

. Si les variations de 0 ont une influence non négligeable sur p et y

il faut résoudre simultanément. Rappelons à ce sujet que pour l'eau

y est divisée par deux quand passe de 20 à 55° et par trois quand

passe de 20 à 95°.

2/ Dans l'équation de transfert thermique il est d'usage dans le terme de

diffusion de regrouper le paramètre (A + D ) en un seul paramètre.
a u n

Soit en admettant A >> D^, (la conductivité l'emporte sur la dispersion]
a th

îliste) en posar

de l'aquifère.

soit (plus réaliste) en posant : (A + D^^)
a th

D diffusion thermique
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