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RESUME

Dans ce rapport, on étudie les transferts thermiques qui ont lieu dans
une nappe aquifére au cours d'une injection continue d'eau chaude au moyen soit
d'une tranchée rectiligne d'épaisseur négligeable, soit d’un puits unigque, de
rayon négligeable. L'aquifére est supposé homogéne, isotrope, d’extension laté-
rale infinie, d'épaisseur constante. Les épontes sont homogénes infinies. Dans
ces conditions, les écoulements sont de type monodimensionnel uniforme ou radial
divergent.

Les différents schémas étudiés correspondent & des hypotheéses de
complexité croissante en ce qui concerne la prise en compte de la conductivité
thermique en direction horizontale et verticale dans l'aquifere st les épontes.

Les solutions analytiques des équations de transfert établies au cours
de plusieurs travaux étrangers antérieurs (AVDONINE, RUBINSTEIN) sont exprimées
en fonction d'un nombre rédult de parametres adimensionnels. A partir des abaques
correspondants, on peut facilement déterminer le domaine de validité de chaqgue
approximation pour des valeurs données des parametres physiques.

~

La dérivation analytique des cas limites correspondant & des solutlons
bien connues (LAUWERIER, OGATA et BANKS, ...) ainsi que le détail des calculs
sont présentés en annexe.

Ce travail a été réalisé dans le cadre des études méthodologiques
des départements Hydrogéologle et Géothermie.
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1. INTRODUCTION

Les équations régissant les phénoménes d'écoulement et de transferts ther-
migues dans les milieux poreux, respectivement :

div (K grad H) + g = s 28 (1.1)
ot
. — . > oT
div (K grad T) - div (pgCg VT) = PaCy — (1.2)
ot

sont des équations fortement couplées. Elles doivent &tre résolues simultanément, car
la permeéabilité K (donc la charge hydrauligue H) varie avec la température, et la
température dépend elle-méme de la vitesse de l'eau v, donc du champ de potentiel
hydrauligue.

Une telle résolution ne peut &tre obtenue que par voie numérique discréte ;
elle est difficile et trés onéreuse, et ne peut Btre envisagée pour 1'étude de pro-
blémes particuliérement complexes.

Pour la résolution d’'un certain nombre de problémes particuliers (comme
celul de 1'espacement des puits d'un doublet hydrothermique) dans lesquels la plupart
des parametres fondamentaux sont connus de fagon imparfaite, une telle approche ne se
Justifie pas. On a donc préféré entreprendre la mise au point de modéles mathématiques
approchés, faciles et peu coliteux & exploiter, dans lesquels les erreurs éventuelles
sur les résultats dues aux hypothéses simplificatrices utilisées sont inférieures a
1'incertitude sur les paramétres thermiques et hydrauligques du milieu poreux étudié.

Trois programmes, CADOUDAL /1/, METERNIQ /2/ et STENDHAL /3/, ont ainsi
&té élaborés. Le premier traite d'un doublet isolé dams un aquifére infini en écoule-
ment naturel. Le deuxieme permet de simuler, dans les m@mes conditions, un nombre
quelcongue de puits de production et de puits d'injection. Le dernier enfin envisage
le cas d’aguiféres hétérogénes et & géométrie quelcongue. Ces programmes ont en com-
mun un certain nombre d'hypothéses simplificatrices qui permettent de découpler les
équations (1.1) et (1.2), et par suite de résoudre séparément le probléme des pres-
sions et celui des températures. Ces hypoth&ses sont les suivantes

Hypotheéses sur Ll'écoulement

- régime hydrodynamique permanent dans un plan horizontal (2D)

- potentiels uniformes le long d'une verticale dans le réservoir
{(hypotheése de DUPUIT)

- caractéristiques hydrodynamiques indépendantes de la température (en particulier,
il n'y a pas de contraste de viscosité entre 1l'eau en place et 1l'eau injectéel.

Hypothéses sur les transferts thermiques

- régime thermique transitoire
- caractéristiques thermiques indépendantes de la température
- répartition initiale uniforme des températures

- dans 1'aguifére, les transferts thermigues se font uniguement par transport avec
1’eau injectée et par conduction instantanée de la matrice poreuse. Il n'y a pas
de conduction dans une direction horizontale et la température est uniforme le
long d’une verticale,




~ dans les épontes, d'extension verticale infinie, les échanges thermiques se font
uniquement par conduction dans une direction verticale. I1 n'y a pas de conduction
dans une direction horizontale.

- la température de 1'aquifére et celle des épontes sont & tout instant identigues
dans le plan de contact entre 1l'aquifere et les épontes.

Ces hypoth2ses sur les transferts thermiques sont connues dans la littéra-
ture sous le nom d'hypothéses de LAUWERIER. Dans les trois programmes cités plus
haut, elles permettent d'effectuer les calculs thermiques analytiquement & 1'aide de
fonctions intégrales. Par contre, les calculs hydrauliques sont effectués différem-
ment dans chaque programme, & l'aide de la théorie des potentiels (CABOUDAL ou
METERNIQ) ou d'une méthode aux différences finies (STENDHAL).



2. EQUATTONS REGISSANT LES ECHANGES THERMIQUES DANS LE SCHEMA DE LAUWERIER

Ces équations ont été présentées dans le mode d'emplol du programme
CADOUDAL /1/ et dans divers articles publiés dans la littérature (/3/, /4/). Nous
en rappelons ici la dérivation.

2.1. Notations utilisies dans Le Zfexfte
(differentes de celles des annmexes od £'on a sudvi La notation de RUBINSTEIN)

h : épaisseur de la couche aquifere

To : température initiale uniforme dans 1'aquiféere et les épontes
Ti{ : température d'injection

TF : température dans 1'aguifere

TR : température dans les épontes

k : conductivité thermigue Indices utilisés :\A aquifere
p ¢ masse volumigue R roche

¢ : chaleur spécifiqgue F fluide

Q : débit d'injection dans le puits, en radial (dimension L3771)

Q7 : débit par unité de longueur de galerie d'un c6té de la galerie (dimension L27-h
dq = ux h dy débit dans un tube de largeur dy (dimension L37-1)

D : distance entre les puits dans le cas du doublet

S : surface d'un tube de courant entre le puits d'injection et un point courant M
t : temps écoulé depuis le début de 1'injection

X,T: coordonnées spatiales dans le plan horizontal en linéaire et en radial

z coordonnée spatiale, en linéaire et en radial, en direction verticale.

Nombres _adimensionnels

_TF - To . P
TD TL - T, température reéeduite

— e — —— " — —— — o — o S —

A = EEEEE%%%A %% cas du doublet (/3/)
A= PFCE PACA B1 h monodimensionnel linéaire

kR PRCR X

_ PFCF pACA Q@ h
kR PRCR ™ T4

monodimensionnel radial

Nombre de Péclet

Pe = 2¢ = Q%hpKCF X monodimensionnel linéaire
A
Pe = 2y = EUEEEE monodimensionnel radial
27mh KA

Temps réduit

- PFCE 9t
tD w—ﬁ doublet

tp = PECE 0y ¢ linéaire
paACA hx

_PECE Q ¢t dial
tD EEI£%7?FF7 radia



2.2 Equations

Deux conséquences importantes découlent des hypothéses énoncées au
paragraphe 1 :

- Le régime hydrauligue est permanent et non influencé par les évolutions thermi-
gues ; il peut donc &tre calculé dans une premiére phase indépendante au cours
de laquelle on déterminera les lignes de courant.

- I1 n'y a pas d'échanges thermiques entre tubes de courant voisins : les trans-
ferts de chaleur peuvent donc 28tre traités successivement dans chagque tube de
courant limité par les lignes de courant ¢ et ¢ + Ay.

Sur la figure 1, on a représenté un tel tube de courant partant d'un

puits d'injection I et allant & un puits de production P, S(M) est la surface
du tube projetée sur un plan horizontal, comprise entre I et le point courant M.

Ecrivons le bilan de chaleur pour 1'élément de volume hAS, les faces
de séparation avec les tubes voisins étant des frontieres adiabatiques.

2.2.1 Equations dans 1'aquifére

Nous devons équilibrer 4 termes :
- un terme d'emmagasinement : ppCa 21F h AS
ot '
- un terme résultant des flux entrant et sortant par convection :
PFCF uy CAl h AS

ax
(ol x est la direction d'écoulement du fluide)

- un terme d'échange par conduction avec les épontes : 2 kp télﬂ As

92 ]z=h/2

Le terme de convection peut &tre réécrit différemment (cf. /3/) dans
la mesure ol AS tend vers 1'infiniment petit dS.

Considérons un systeme de coordonnées (x,y) od ; est la direction de
1’écoulement, y la direction perpendiculaire (dans 1'élément de volume considérél.

Considérons dgq le débit élémentaire dans un tube de courant

dg = uyx h dy

Ecrivons la variation de température en fonction de la surface :
8T _ 3T 3x , 3T 3y
L) ax 83 dy 39S



h

(V)]

Lignes de courant

'fz Puits de production P

limite aquifére eponte

FIGURE 1

Représentation d'un tube de cowrant




Dans le cas présent, a. 0 (la température ne varie pas sur la largeﬁr

d’un tube supposée suffisammentagetite].
-§.I. = .9-1 d
Ix 3s
Bt Ux aT - ﬂ ﬂ
ax h 23S

Le terme de convection s'écrit donc :

pFCF dqg QIE ds
3s

L'équation thermodynamique dans 1'aquifére s'écrit donc pour les variables
TF[S,t) et TR[S,z,tJ :

E.p C 3TF , d9 0_C STF _ k 31R =0 (2.1a)
ATA F°F R
2 3t 2 35 3z |
z=h/2

Cette équation ne contient donc qu'une variable spatiale S (écoulement
monodimensionnel dans le plan horizontall.

I1 faut lui ajouter la condition initiale

T.(S,t=0) = To (2.1b)
et la condition aux limites :
TF[S=U,t) =T (2.1c)

2.2.2 Equations_dans les épontes

Le transfert de chaleur s'y fait par conduction verticale :

2
TR . eRIR 2TR (2.2a)
322 kr 9t

avec la condition initiale TR(S,z,t=O) = To z 2 h/2 (2.2b)

et les conditions aux limites :

TR[S, h/2,t) = TF[S,t] VS, t
(2.2c)
lim Tr(S,z,t} = To

Z>®

La solution s'exprime alors sous la forme d'une fonction d'erreur :

To- Tk . %@1 Afe, - 0 -llzi (2.8)
To - T4 dy d



PECF PACA Qh

avec A= (z.4)
C
ty = PF-F Ot (2.5)
pACA D?h
dSp = dS/D?

o0 D est la distance entre les puits et ¢ la fonction de courant.

La variation totale de température au puits de production P au temps I
est obtenue en intégrant par rapport & ¢ sur tous les tubes de courant qui ont
atteint le puits P pendant ce temps tne



3, LES SCHEMAS DE RUBINSTEIN ET LEURS CONDITIONS D'APPLICATION

3.1 Présentation

Il est intéressant d'essayer d'évaluer 1'importance des approximations
dues & 1'utilisation du schéma de LAUWERIER. Pour cela, on peut envisager plusieurs
autres schémas dans lesquels on prend en compte un seul paramétre supplémentaire
Jjusqu’a obtenir un schéma exact dans lequel tous les échanges thermiques possibles
sont considérés.

Une telle approche a été utilisée par RUBINSTEIN (/5/). Son &tude a
porté sur des écoulements simples (monodimensionnels), les seuls pour lesquels
les conditions aux limites et la géométrie permettent de calculer des solutions
analytiques. Ces écoulements monodimensionnels sont soit du type linéaire - écou-
lement perpendiculaire & une tranchée infinie rectiligne d'épaisseur négligeable -,
soit du type radial - écoulement autour d’un pults parfait -.

Les schémas utilisés par RUBINSTEIN ne diffeérent que par les transferts
conductifs considérés. Ils sont résumés dans le tableau ci-dessous, ol kpn repré-
sente une conductivité thermique horizontale et ky une conductivité verticale.

A titre de référence, on a inclus dans le tableau le schéma de LAUWERIER.

Hypothéses sur les échanges Solution analytique disponible
par conduction pour un écoulement monodimensionnel
Nom du schéma
dans 1'aquifére dans les épontes linéaire radial
A Schéma de LAUWERIER knh = 0 kp = 0 ouT ¢$ ouI
ky = o ky = kgy(valeur
finie)
B Schéma incomplet de kh = kpqlvaleur kn = 0
concentration des finise) our oul
sources ky = = Ky = kr
c Schéma exact kh = 0 kp = 0 ouI < ~ ouT
incomplset Ko = k K =
v A v kR
D Schéma de concentration kh = Kkp kp = ky = kg
des sources NON oul
kV = o
E Schméa exact kh = ky = kp kh = ky = kR NON NON

Le signe<g=> indique une identité de la forme analytique de la solution, en linéaire et en radial.



Pour connaftre 1'influence de 18 conductivité horizantale dans 1'aguifére,
11 suffit de comparer les schémas A et B. La comparaison des schémas A st C rensei-
gnera sur l'influence de la conductivité verticale dans 1'aguifére et celle des
schémas B et D sur 1'importance de la conductivité horizontale dans les épontes.

»

Le schéma E, "exact", ne peut 8tre simulé gu'a 1'aide de méthodes numéri-
gues discrétes. Ces méthodes présentent cependant 1'irnconvénient d'introduire des
Brreurs dans les résultats, dues & des phénoménes de dispersion numérique dont
1'effet peut &tre confondu avec celui d’une conduction thermigue. On pourra évaluer
1'importance de la dispersion numérigue en comparant les résultats du mod2le numé-
rigue avec les différentes sclutions analytiques disponibles dans les conditions
des schémas A, B, C et D.

3.2 AppLication au probfeme du doubfet

On peut essayer d'cbtenir les solutions analytiques correspondant aux
divers schémas ci-dessus, non plus en écoculement monodimensionnel mais dans le cas
du probcléme de doublets multiples - comme cela a &té réalisé dans le cas du schéma
de LAUWERIER (/3/; /4/).

Considérons per exemple le schéma B qui différe du schéma de LAUWERIER
par le prise en compte de la conduction thermigue en direction horizontale dans
1'aquifere.

$i on veut considérer les transferts thermigues par tubss de courant,
comme au paragraphe 2, il faut ajouter aux hypothéses du schéma B une condition
d'adiabaticité entre deux tubes de courant, c'est-&-dire considérer ka en directicn
de 1'écoulement seulement alors que dans le schéma B de RUBINSTEIN ky est isotrope
dans le plen horizontal.

Avec cette hypothiése supplémentaire, 1'équation du transfert de chaleur
dans les épontes est identique & 1'équetion (2.Za) tandis que 1'éguation dans 1'agui-
fére s'obtient simplement en ajoutant un terme conductif & travers les faces non
adiabatigues dans le bilan de chaleur sur 1'élément de tube de courant (fig. 1J.

2
Soit - kA o 1F h AS
2
Ix )
2 2
Avec 1'hypothése 3T/3y = 0, on voit que 1. E—I-[dy]2
ax?  3s?

et donc le terme supplémentaire s'écrit

2
- kp 2E (gy)2 h AS
352
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L'équation résultante est alors :

=0 (3.1a)

h aT h 32T d T aT

2 ]
2 it 2 3s 2 3s 32 ) o0 /o

On voit que cette équation ne dépend plus uniquement de la variable S, mais
comprend également un terme dy2, dy étant la largeur du tube de courant qui n'est pas
constante le long du tube.

On ne peut donc pas obtenir, dans le cas du doublet, une solution analyti-
que gilmple pour les transferts de chaleur avec conduction dans 1l'aguifére, alors que
cela était possible dans 1le cas du schéma de LAUWERIER.

I1 est cependant intéressant de comparer les solutions correspondante aux
différents schémas de RUBINSTEIN, lorsqu’elles existent, c'est-a-dire en écoulements
monodimensionnels (radial ou linéaire), afin d'obtenir des informations sur les con-
ditions de validité des hypothéses correspondantes pour les valeurs utiles des di-
vers parametres.

Pour plus de clarté, rappelons que pour tous les schémas de RUBINSTEIN
les hypothéses physiques sont les suivantes :

~

- Hypothéses sur 1'écoulement identiques & celles énoncées au paragraphe 1 ;

- L'aguifére est homogéne, d'épaisseur uniforme h, d'extension horizontale infinie.
Les épontes au-dessus et au-dessous de 1'aquifére sont imperméables et d'extension
verticale et horizontale infinie. Le systéme est donc symétrique par rapport au
plan médian de 1'aquifere.

- Au temps initial, il y a répartition uniforme des températures en tous points
de l'aquifére et des épontes (soit To).

- La température d'injection Ti est maintenue constante, ainsi que le débit pendant
toute la durée de 1'injection.

- I1 y a continuité des températures au contact entre 1'aquifére et les épontes.

- Les caractéristiques thermiques sont indépendantes de la température.
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4., ETUDE DU SCHEMA B EN ECOULEMENT LINEAIRE

La comparaison des résultats du schéma B avec la soluticn du schéma de
LAUWERIER dans les mémes conditions d'écoulement doit permettre d'évaluer 1l'erreur
faite en négligeant ka, c'est-a&-cire la conductivité thermigue horizontale dans
1'aquiféere.

4.1 Equations et solution

AVDONINE (/6/ et RUBINSTEIN (/5 } ont considéré le cas d'une injectien
au mayen d'une tranchée infinie rectiligne d'épaisseur neégligeable dans un aguifére
répcndant aux conditions rappelées ci-dessus.

Les lignes de courant sont donc des demi-droites perpendiculaires au plan
de la tranchée en x = 0, symétriques par rapport su plan x = 0 car on considére gu'il
y a partage de l'écoulement de part et d'autre de la tranchée.

Le probleme est donc lin€aire, monodimensionnel et la variation de tempé-
rature une fonction de x et du temps t uniguement,

Le systéme (2-1,2) gui representait les conditiens du schéma de
LAUWERIER devient :

2
h 0 A 5T , 01 PFCE 3TF _ kR(BTR] _hkp? EE . ‘4.1a)
2 at 2z ax 9z 2=h/2 Z 3x
Te(x,t=0) = Tg (&4,1b)
TF(x=D.t} = T4 (4.1¢c)
3Tg . prCR 3TR (4.2a)
3z2 kg 2t
TR[x,z,t=D) = Tg z 2 h/2 (4.2b)
Trlx,h/2,t) = Tp(x,t) ¥ ox, t (4.2c)
lim Tplx,z,t] = Tg (4.2d)
Zr

tes notations sont identiques & celles du systéme (2-1,2). Notons que

le terme
99 oFCF ATE st remplace par % oFCF 81E
2 95 g X
TE
- 4 dy pFLF : avec §, = i'gﬂa débit par unité ds longueur de tranchée,

2 3o L dy d'un cBté de la tranchée.
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Rééerit sous forme adimensionnelle (cf. /5/ et /8/), le systéme ci-dessus
peut 8tre aisément résolu par transformation de LAPLACE (cf. annexe 1).

On définit une température réduite, soit :

Tg - Tg
TD =

T3 - Tg

La variation de Tp & une distance x de la tranchée d'injection au temps t
peut s'exprimer en fonction de trois parametres adimensionnels : les deux premiers,
A et tp, sont analogues & ceux rappelés au paragraphe 2 et utilisés en /3/ ; 1le
troisieme est un nombre de Péclet, Pe, gqui n'apparaissait pas dans le cas du schéma
de LAUWERIER (il étalt infini).

Nous avons donc maintenant :

- PFCF 91 ¢ @1 débit par unité de longueur (4.3a)
paCa h x de galerie

1dg

2 dy

tp

A = PECE mCa @1 b (4.3b)
KR PrCR X

Pe = 2¢ = 81 pFCF X (4.3¢c)

Il est facile de vérifier que Pe est analogue au nombre de Péclet utilisé
en dispersion de polluants (/13/) avec Pe = ux/D, u vitesse de propagation et D
diffusivité.

~

La variation de température dans 1l'aquifére s'écrit alors a partir de

(A1.10) :
2 C2 ' C2 2 g2 ds
Tplr,z, tp) = J exp |- |Cq 8 - == erfc |C3 —_ (4.4)
R s V1-52 g2

On vérifie (cf. annexe 1) que 1l'on retrouve la formule de LAUWERIER lorsque
r > o, c'est-a-dire quand la conductivité horizontale dans 1'aquifere kp tend vers
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De mBme, lorsque k conductivité verticale dans les &pontes, tend vers
zéro, on retrouve une formule identique & cslle de OGATA et BANKS (/7/) décrivant

1'évolution de la concentration d'une substance transportée par un fluide & tra-
vers un milieu non absorbant.

4,2 Résultats

On a calculé les valeurs de Tp(A,Pe,tp) en fonction de tp pour différentes
valeurs des parameétres X et Pe, L’erreur relative sur tp est partout inférieure & 1%.

Sur la figure 2, on a reporté trois groupes de courbes correspondant a
A = .5, 5. et » et, pour chagque groupe, on a choisi cing valeurs de Pe = 2r, soit
1, 2 , 20 et 200, ainsi que le cas limite Pe » =,

-

Ces courbes ont été obtenues & 1'alde des expressions (4.4) pour les va-
leurs finles de X et Pe, (A1.12) pour Pe > = et (A1.13) pour A > =,

On peut faire les remagures suivantes :
a) A X fixé&, lorsgue Pe croit, les courbes tendent bien vers la courbe limite de
LAUWERIER, Pe = « (en tralt plein sur la figure). Dé&s que Pe = 200, la convergen-

ce est pratiquement réalisée, sauf pour tp voisin de 1.

B) On a par allleurs vérifié que & Pe fix& les courbes tendent vers la solution 1i-
mite & Ao lorsque A Croit et en fait la convergence est réalisée deés que A > 1000.

c) Par rapport aux courbes limites de LAUWERIER (Pe - =), les courbes obtenues se

caractérisent par une variation de la température avant 1’arrivée du front thermi-
que pour tp = 1, ce qui traduit bien 1'influence de la conductivité non nulle.

4.3 Conséquences pratiques

| 'examen des résultats ci-dessus nous améne & conclure que, dans le cas
d'un écoulement linéaire et monodimensionnel, on peut pratiquement négliger 1'influen-
ce de la conductivité thermique de 1'aquifére dans le sens de 1’écoulement, d&s gue
le facteur Pe est supérieur ou égal a 200, et ceci guel.que soit A. Il convient
d’'examiner & quels cas pratiques cette condition correspond

- 91 x pFCF

2h  kp
ppCg est connu et vaut 10% cal/m3/°C
ka est de 1l'ordre de 0.6 cal/m/s/°C

ce qui donne : 6
- §1 x 10 01 X% 2

Pe — 77~ avec — en m</s

@1 X
h

Pe sera 2200 si > 0.864 m?/h

Connaissant les valeurs de Q] et h, on pourra déterminer la distance x
a partir de laquelle 1'approximation de LAUWERIER est suffisante.
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Nous ne disposons pas ici d'une gamme de valeurs Q; ; aussi nous réserve-
rons une étude plus détaillée des conséguences pratiques aux cas radiaux pour les-
guels nous connaissons les valeurs des débits et hauteurs d'aquifére.
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5. ETUDE DES SCHEMAS DE RUBINSTEIN EN ECOULEMENT RADIAL - SCHEMA B {OU SCHEMA
INCOMPLET DE CONCENTRATION DES SOURCES)

On considére toujours un aquifére d'extension horizontale infinie d’'épais-
seur uniforme h, entre des épontes d'extension verticale infinie, homogenes ; 1le
tout étant parfaitement symétrique par rapport au plan médian de l'aguifére. L'injec-
tion de 1l'eau est réalisée au moyen d'un seul puits de rayon infiniment petit. Le
probléme présente donc la symétrie cylindrique.

5.1 Equations et solution

Pour avoir 1'équivalent du systéme (4-1,2) en géométrie radiale, il suffit
de remarquer que la vitesse d’écoulement du fluide est maintenant donnée par

T
2 (ce qui donne un terme de convection de la forme l—1-p|:l3|: D 23TF,
2rrh 2 2whr 9r
gt de remplacer le Laplacien par son équivalent en coordonnées radiales.

u =

On obtient le systéme suivant :

2

il PACA 8TF , R PFCE 3TF KR[BTR} - Ky D_[B ZF + E'BIF] =0 (5.1a)
2 ot 4mr or 9z — 2 |or r ar

Te(r,t=0) = T, (5.1b)
To(r=0,t) = Ty (5.1¢c)

2 .

9°TR . PRCR 3TR (5.2a)
922 kg ot

TR(r,z.t=DJ =T, z 2 h/2 (5.2b)
Trlr,hz2,t) = Te(r,t) ¥r, t (5.2¢c)
lim Tglr,z,t) = T (5.2d)

Z->o

ol § représente le débit total dans le puits d'injection.

De méme gue dans le cas linéaire, le systeme peut &tre résolu par transfor-
mation de LAPLACE (cf. annexe 2).

La température réduite dans 1'agquifére, TD = JIL;L;LQ, peut encore s'exprimer
. N . ; Ty - Tg
en fonction de 3 parametres adimensionnels, qui sont :
gy = PECL Ot (5.3a)
pACA hrr2
A = PpeCE pACA @h (5.3b)
kr PRCR T2
Pe = 2y = 3 CEPF (5.3c)

27mh KA



17

De méme qu'en linéaire, ce nombre Pe est un nombre de Péclet analogue 23
celui qui est considéré pour 1'étude de la dispersion des polluants.

La solution s'exprime sous la forme suivante a partir de (A2.7)

1

1 v 1Y v tp s ds
TD(A.v. tpl = _— J exp |- ——| erfc D 7 (5.4)
I'(v) |tp 0 tpss - A /1) 8"

Dans le cas o0 v n'est pas trop petit (en fait v 2 5), on démontre que
(5.4) devient

1
TD(A,v.tD] = /2~ f exp |v|log 1. 1 - 4 erfc tb_s | ds (5.5)
2 40 tps tps Vi /175 s

Comme dans le cas linéaire, on vérifie qu'on retrouve la formule de
LAUWERIER lorsque v » «» (cf. annexe 2J.

Lorsque la conductivité verticale dans les épontes kr tends vers zéro,
A » o ; on démontre gque 1'on retrouve la solution du schéma sans pertes par les
épontes donnée par CLOUET D'ORVAL et LEDOUX (/9/).

5.2 Resultats

Comme dans le cas linéaire, on a représenté sur la figure 3 les variations
de Tp en fonction de tp pour différentes valeurs des parametres A et Pe = 2v, soit
X = .5, 5., »etPe=2,, 10., 20., 200., o.

(Nous n'avons pas pris le cas Pe = 1 comme dans le cas linéaire car il
se situe & la limite de performance du programme d'intégration). La précision est
partout de l'ordre de 1% sauf pour les trés grands temps [tD > 70).

~

Ces courbes sont obtenues & 1'aide des expressions (5.4) et (5.5) pour
A, Pe finis, (A2.10) pour A » » et & 1'aide de la formule de LAUWERIER, identigque
en linéaire et en radial, soit (A1.12]) pour Pe » =.

On peut faire les mémes remargues que dans le cas linéaire, le comportement
des courbes étant sensiblement le méme.

Toutefolis, par comparaison des figures 2 et 3, on peut remarquer qu'a A
fixé et aux grandes valeurs de tp la convergence vers la courbe de LAUWERIER lors-
que Pe augmente se fait moins rapidement dans le cas radial que dans le cas linéaire.
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5.3 ConsEquences pratiques

L'examen de la figure 3 montre que, comme en linéaire, la convergence
vers la solution de LAUWERIER est pratiquement atteinte dés que Pe = 2v 2 200,
et ceci quel que soit A.

Pe = 2y = 3 PECF
27Th Ka

108 cal/m3/°C

Prenons pFCF

et kp = 0.6 cal/m/s/°C (valeur moyenne plausible).

Les tableaux I et II donnent les valeurs de Pe pour les différentes va-
leurs du débit Q et de 1'épaisseur de 1'aquifére h.

On constate que, aussi bien pour les nappes superficielles gque pour les
nappes profondes, le nombre de Péclet varie dans un grand intervalle et peut &tre
bien inférieur & 200.

Il faudra donc, dans chaque cas, calculer soigneusement le Q/h afin de
déterminer si on peut se contenter de 1'approximation de LAUWERIER ou si 1'on doit
tenir compte de la conductivité horizontale dans 1'aquifeéere.

Nappes superficielles

o (m3/h) 2 -7 30 45 80 400 - 900
h (m) 2 -4 4 - 15 30 30 70
9/h (mZ/h) 0.5 - 3.5 | 7.5 - 2 1.5 2.7 5.7 - 12.9
Pe 37 a 258 553 3 147 110 196 421 & 948
TABLEAU_I
Nappes profondes

9 (m3/n) 45 - g9Q 100 - 150 200

h (m) 15 90 150

Q/h (m?/h) 3 - B 1.1 3 1.7 1.33

Pe 221 a 442 82 & 123 98

TABLEAU 11




20

En ce qui concerne 1'importance des pertes par les épontes, elles sont
caractérisées par le facteur

\ = PFCE PACA Gh _ pFCF PACA Q [h 2
kr PRCR mr2 kR PRCR hm T

Ce terme varie avec le rapport r/h, c'est-a-dire avec la distance au
puits d'injection.

Considérons un aquifere ayant les caractéristiques suivantes

porosité ¢ = 15%

PRCR = 0.5 cal/cm3/°C
PACA = ¢ ppCF + (1 - ¢) prCg = 0.575 cal/cm3/°C
kR = kp = 0.6 cal/m/s/°C.

On peut calculer quelques valeurs de A correspondant & des valeurs signi-
ficatives du rapport Q/h obtenues par examen des tableaux I et II.

@/h (m?/n) |r/h =0.5 |z/h =1 r/h =5 r/h = 10 r/h = 25 r/h = 50
1 678 169.4 6.77 1.69 . 27 .067
3 2034 508.4 20.33. 5.08 . 81 .20
10 6780 1694 67.7 16.9 2.7 .67

TABLEAU III

Bien que cela n'apparaisse pas clairement sur la figure 3, on a constaté
qu'a partir de A = 1000 les courbes se confondent pratiquement avec la courbe limite
A

-

= » gorrespondant & 1'approximation sans pertes par les épontes.

Le tableau III montre donc que 1'influence de la conductivité verticale kg
dans les épontes n'est négligeable que trés prés de 1l'axe d'injection pour les Q/h
considérés.

En conclusion, 1'examen des deux nombres adimensionnels Pe et A, aisément
calculables & partir des param&tres physiques de 1l'aquifeére et des débits injectés,
permet par comparaison avec les abaques de la figure 3 de déterminer, & 1l'injection,
1'importance des termes de conductivité respectivement horizontale dans 1’aquiféare
et verticale dans les épontes devant celle du terme de convection.
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6. ETUDE DES SCHEMAS DE RUBINSTEIN EN ECOULEMENT RADIAL - SCHEMA D
(OU SCHEMA DE CONCENTRATION DES SOURCES)

Le schéma D découle du schéma B que 1'on vient d'étudier par addition d'une
hypothése supplémentaire qui est la prise en compte de la conductivité horizontale
dans les épontes, supposée égale & la conductivité verticale (kg isotrope).

6.1 Equations et solution

L'équation décrivant 1'évolution de la température dans 1'aguifére est in-
changée. L'introduction d’'un kg isotrope se manifeste par des termes de Laplacien
dépendant de r dans 1'équation décrivant 1'évolution de la température dans les épon-
tes.

On obtient le systeme suivant :

2
hoacy 2IE . 9 PECE BTF kR(EIR] . (3_15 ' 1&] . (6.1a)
2
2 ot 4tr ar 9z 2=h/2 2 {3r r 3r
Te(r,t=0) = T, (6.1b)
Te(r=0,t) = Ty (6.1c)
2 2
3°TR , 1 3TR , 3°Tr _ PRCR 3TR (6.2a)
or? r dr 8z? kp 9t
TR(r,z,t=OJ = Tg z 2 h/2 | (6.2b)
Trir,h/2,t) = Te(r,t) ¥r, t {(6.2c)
lim Trir,z,t) = T4 (6.2d)

Z>>

La méthode de résolution de ce systéme est assez complexe. Elle est décrite
en annexe 4. Notons que, dans le cas linéaire, la solution analytique du systeme
correspondant est inconnue jusgu'’a présent. On montre qu'on ne peut calculer la solu-
tion analytique dans le cas radial gquepour des valeurs entiéres du nombre de Péclet

= =_Q_EC—E= B
Pe 2V 77h RA n (6.3)

et lorsque 1l'aquifére et les épontes ont des diffusivités thermiques identiques :

k. _ka " (6.4)
PRCR  PACA
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Dans ces conditions, la température réduite Tp s'exprime encore en fonction
des trois mémes paramétres adimensionnels :

t, = PECE Ot (6.5a)
paCa hrr?

A - PECE PACA Qh (6.5b)

kr PRCR mr?
pe = 3 PFCF

2mh kp

= n (entier) (6.5c)

En principe, 11 devrait y avoir intervention d'un quatriéme paramétre
a = krR/kp, mais du fait de la condition (6.4) ce param@tre s'exprime en fonction de
n et A par la relation

or  _ ;én
h A
La solution s'exprime finalement sous la forme suivante

it n n/2
oty = 2L J exp |- 2 /20 g - D2+ | L28L |2n x
R A 2tp vs2+1 |
m- £n) M=
4™ " Liq 7

n A
X ) Hoomoq | /== (82+1)| ds (6.6)
m=0 2t

m! (n-m}!

Hm(x] étant le polyn8me d'HERMITE d'ordre m.

6.2 Cas Rimites

I1 n'est évidemment pas possible de retrouver analytiquement la solution
générale du schéma B (sans conductivité horizontale dans les épontes) par un quel-
congue passage & la limite dans 1'expression (6.6). En effet, dans cette formule,
kr gqui intervient dans le terme A est isotrope - kR = k = ky - et on ne peut

donc pas faire tendre k, (horizontal) vers zéro en conservant kvertical = kg,

.La comparaison entre les schémas B et D ne pourra donc se faire que
d’aprés les résultats graphiques.

Si on disposait de la solution analytique dans le cas général (lorsque le
rapport kr/ka n’est pas imposé), on pourrait essayer de vérifier que 1'on retrouve
la solution du schéma B sans pertes dans les épontes en faisant tendre kR vers zéro.
Mais, dans le cas présent, nous avons la contrainte :

kR . PRCR
KA DACA
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Ce rapport ne varie guére gu'entre 0.5 et 1. pour la plupart des cas réels.
Nous ne pouvons donc pas faire tendre kg et KA séparément vers zé&ro comme dans les
cas précédents.

Par contre, en faisant tendre k; et kp vers zéro ensemble (soit X et n > =)
on devrait retrouver la solution limite de LAUWERIER sans pertes dans les épantes,
c'est-a-dire la fonction échelon. Nous n'avons pas réussi & faire ce passage a la
limite sur la formule (6.8).

I1 est difficile et onéreux d'intégrer la formule (6.6) pour Pe = n 2 20.
Pour ces raisons, une formule asymptotigue valable aux grands n a été dérivée par
RUBINSTEIN (cf. annexe 5). Son domaine de validité est malheureusement restreint
aux grandes valeurs de tD’ ce qui la rend peu utilisable en pratique.

En annexe 5, on présente une étude comparative entre les résultats de
la formule (6.8) et ceux de la formule asymptotigue pour quelques valeurs de Pe
et de A.

6.3 Résultats

Afin de comparer les résultats des schémas B et D et d'en déduire 1'influ-
ence de la conductivité horizontale dans les épontes, on a représenté sur les
figures 4a et 4b les variations de Tp en fonction de tp obtenues d'une part a par-
tir du schéma B (trait plein), d’autre part a partir du schéma 0 (pointillés]),
ceci pour deux valeurs du nombre de Péclet Pe = 4 et 8 et pour trois valeurs du
parameétre A, soit .5, 5. et 50.

Le programme d’intégration gaussienne de (6.6) que 1'on a mis au point
est relativement peu onéreux (0.03 sec. par point sur CDC 7600) et permet d’'attein-
dre une précision de 1l'ordre de 2% tant que n reste inférieur a 10 environ.

Plus précisément, on a les limitations suivantes

ngeo A €100 erreur £ 1%
-8 EA < 30 erreur < 2%
n A = 50 erreur £ 3%
- 10 EA < 5 erreur £ 2%
n A =10 erreur £ 3%

Pour 10 < n < 20, il faut utiliser une autre méthode d’'intégration plus
onéreuse (1 sec. par point de calcul au lieu de 0.03 sec. sur CDC 7600).

Notons gque, ainsi gu'il a &té démontré en annexe 4.2, lorsgue ls temps
croit indéfiniment, le schéma B donne 1im Tp(A,Pe,tp) = 1, quels que soient r et z,
alors que le schéma D donne une solution décroissant avec R = 2/th2+zz, ce qui
est la solution correcte puisque la température ne doit pas varier dans quelque
direction que ce soit & 1'infini.
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Le schéma D est le seul schéma avec le schéma exact qui donne la limite
correcte. Tous les autres schémas donnent 1lim Tp(A,Pe,tp) = 1 vr, z
tp>»

D'autre part, pour tp > 0, le schéma B doit donner des résultats de plus
en plus proches de ceux du schémaD lorsque Pe et A croissent (kg et ka décroissent)
puisque les termes de conduction perdent de plus en plus d’'importance devant le
terme de convection dans ce cas. .

L'erreur du schéma B par repport au schéma D doit donc apparaitre soit
pour de grandes valeurs de tp (grandes valeurs du temps ou petites valeurs de rJ,
soit pour de petites valeurs de A et Pe = h.

C'est bien ce que 1'on constate sur les figures 4a et b. Lorsgue A croit
a n fixé, l'approximation B est de plus en plus correcte sur un intervalle de temps
donné,

Finalement, pour de grandes valeurs de n (n > 20) et t. inférieur & une
limite tpmax & déterminer selon la valeur de r, le schéma B donné une bonne appro-
ximation du schéma D.

6.4 Conséquences pratiques

Si nous reprencns les caractéristiques physiques considérées au paragra-
phe 5.3, nous avons :

pECE = 108 cal/m3/°C

PRCR = 5.10° cal/m3/°C

pACA = 575.103 cal/m3/°C
kg * ka = 0.6 cal/m/s/°C

Par conséguent, kR PACA . 1.15 (au lieu de 1 ainsi qu’il est exigé pour 1la
contrainte 6.4]. kA PRCR

La variation est donc de 15%.

. K C
Le calcul de RUBINSTEIN n'est plus valable dés que le rapport FS—%AEe
n'est plus strictement égal & 1, et aucune solution analytique n'est A PR
dérivable dans ce cas, alnsi qu'il est démontré en annexe.

Vu la complexité des calculs (cf. annexe 4), il est impossible d'évaluer
la sensibilité de la solution amalytique & la variation du rapport

kR_PACA autour de 1.
kA PRCR

I1 n'est pas davantage possible d'évaluer la variation des trois nombres
adimensionnels tp, Pe, A en fonction de ce rapport.
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Noug admettrons pour 1'inastant que 1.15 est suffisamment proche de 1 pour
gue la solution représentative du schéma 0 soit valable, mais il est certain que
cette contrainte (6.4) a pour conséquence de diminuer sérieusement 1'intérdt pra-
tigue du schéma 0.

Reprenons les tablegaux I et Il du paragraphe 5.3. Le nombre de Péclet Me = n
gst partout supérieur & 30. Nous avons vérifié que pour n > 20 et A » 5. l'errsur
entre les schémas D et B est inférieure ou #gale & 6%. Cette errsur augmente fortement
aux petites valeurs de A. Si nous reprenons le tahleau III du paragraphe 5.3, nous
voyons gue, pour des R/h de 1 a 10 mz/h, 1'importance de la conductivité horizontale
dans les épaontes se fera sentir & partir de distances de 1l'ordre de 10 épaisseurs
cu plus.

En dega de ces distances, 1'approximation du sché&ma B sera d'autant mellleu-
re que tp sera plus faible et en pratigue partout suffisante.
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7. ETUDE DES SCHEMAS DE RUBINSTEIN EN ECOULEMENT RADIAL - SCHEMA C
(OU SCHEMA EXACT INCOMPLET)

Par examen du tableau du paragraphe 3, nous pouvcns constater que ce
"schéma" différe de ceux gque l'on vient d'étudier sur un point essentiel. La conduc-
tivité verticale dans 1'aquifére a maintenant une valeur finie kx = kps autrement
dit le température n'est plus considérée comme uyniforme sur une verticale de
1'aquifere.

Les autres hypothéses sur la conductivité thermigue sont les suivantes

- conductivité horizontale nulle dans l'aguifere, soit KR = 0 ainsi que dans les
épontes KE =0 ;

Cay s . - - 4
- conductivité verticale finle dans les épontes, soit kg = kg.

7.1 Equations el solution

Les hypothéses ci-dessus sont équivalentes & celles de LAUWERIER, plus
prise en compte d'une conductivité verticale finie dans 1'aquifére.

On obtient donc immédiatement le systéme suivant

2 -
-ﬁ PaCa oTF + 9 PFCE AV k h37TF = (0 pour —D-s Z g E- (7.1a)
2 at 4tr  3r 2 3z 2 2
Telr=0,z,t] = T4 pour -2 ¢z <l {7.1p)
Telr,z,t=0) = Tg 2 2
2
8°TR _ PRCR 3Tp > 2 (7.2a)
8z2 kg 3t 2
T (r,z,80) =T, oz (7.2b)
2

A ces hypothéses, il faut ajouter des conditions de continuité des tempé-
ratures et des flux & la surface de séparation de 1'aguifére et de 1'éponte, c'est-
a-dire :

Te(r,h/2,t) = TR[r,h/Z,t] ¥Yor, t (7.2¢)
kp —E - ke 2R pour z = /2 vor, t (7.2d)
9z 3z
plus la condition de symétrie :
TE . 0 pour z =0 ¥ r, t (7.2e)
3z

Les notaticne sont identiques 2 celles qui ont 8%é utilisées jusqu'a présent.
Les calculs sont complexes et nous n'en donmercns pas le détail. Notons simplem=nt
gue les calculs conduisent aux résultats suivants :



29

La température réduilte dans la couche Tp = (TE-To)/(T4-Tg) 3'gxprime en
fonction des paramétres adimensionnels suivants, dont deux sont déja connus

- PECE Gt (7.3a)

tp
QACA hnrz

C C
» = PECE PaCA Bh (7.3b)
kr PRCR nr?
k C
y = / SAPAZA (7.3c)
kr PRCR

Notons que ce n'est plus le rapport convection sur conduction dans la cou-
che, c'est-&-dire le nombre de Péclet Pe gui intervient dans ce schéma, mais un nom-
bre x faisant intervenir le rapport des conductivités verticales et le rapport des
capacités calorifiques dans 1'aquifére et les épontes.

On démontre que 1'on obtient 1'expression suivante

Touxstpsz) = Hity - 1) 1 - 2/2 ) (/axJn (tp - 1]n/2 J exp (-s2)s" x
kil n=0 0
« 7 oenmdnml g lge (7.4)
m=0 m! n!2 n-1

ol H{x]) est la fonction de HEAVISIDE,
Bn(v) = Mplvqd + Mhlvy)

an 2
avec Mp(x) = (- 1" -——H exp {- ZLJ pour n 3 0
dx

et M_,(x) = V/E erfc |2—
2 V2

et la relation de récurrence M (x) = x M__,(xJ - (n-1JM__-(x)

n-
Jays VigT + o) /f-z— l-i_f
X 2 xh 2 2x 2

NI

i

V1 =
- 2z A
V2 = V1 + o —— -
hx 2

Notons gue 1l’expression (7.4) dépend en fait de z coordonnée spatiale
verticale, & travers le paramétre v, & moins que 1'on fixe la valeur de z et gue
1'on observe la vairation de température & une hauteur donnée.

On peut également remarquer que, comme pour le schéma de LAUWERIER, 1la
température en un point ne subit pas de variation avant 1le temps tp = 1 correspondant
& 1'arrivée du front thermigque. Ceci est bien normal puisgqu’il n'y a pas de conduc-
tion horizontale dans 1’aguifére et que la chaleur ne peut donc &tre transportée

en direction de 1'écoulement gue par convection.
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7.2 Resultats

Une étude est en cours pour l'intégration de la formule (7.4). Des
difficultés imprévues se sont présentées, entre autres en ce qui concerne 1la

convergence des séries intervenant dans cette expression. Les calculs ont donc
été retardés.

Les résultats obtenus sont pour 1l'instant peu fiables et il serait
nécessaire d'effectuer une série de tests supplémentaires avant d’en donner 1la
version définitive.

Nous ne présenterons donc pas d'’abagues pour ce schéma C, pour l'instant.
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CONCLUSTION

Nous venons donc de réaliser une étude des transferts thermigues pour
deux types d'écoulements monodimensionnels : un écoulement linéaire et un écoule-
ment radial en milieu infini.

Les différentes hypothéses sur les conductivités thermiques dans 1'aqui-
fére et les épantes se répartissent en trois grandes catégories, déncmmées ici
schémas B, D et C.

On a montré que les schémas simplifiés de LAUWERIER et sans pertes par
les épontes représentaient bien les solutions 1limites du schéma B en écoulement
linéaire comme en radial.

Des programmes d'intégration des solutions analytiques ont été mis au
point et des abagques ont été tracés dans le cas du schéma B en écoulement linéeire
et radial, dans le cas du schéma D en radial seulement (puisque la solution en
linéaire est inconnuel. En ce qui concerne le schéma C pour lequel la méme solu-

tion existe en linéaire et en radial, la mise au point des programmes n'est pas
terminée.

Dans le cas ol 1ls existent, les programmes donnent la sclution avec
une précision bien déterminée pour toute valeur des parameétres adimensionnels
concernés a 1'intérieur du domaine de validité déterminé par 1'analyse.

On a constaté gque, pour les rapports Q/h couramment utilisés en écoule-
ment radial, 1l'influence de la conductivité horizontale dans 1'aguifére n'est pas
toujours négligeable, puisque le nombre de Feéclet peut &tre bien inférieur & 200,
valeur gqui représente en gros la limite asu-dessus de lagquelle on peut se contenter
de 1'approximation de LAUWERIER. La méme 1limite apparalit en écoulsment linéaire.

Quant & 1'influence de la canductivité horizontale dans les épontes, en
écoulement radial, elle ne se fait sentir qu'a partir des distances & 1l'axe de
1'ordre de 10 épaisseurs d'aquifére pour les Q/h considérés. En dega de ces distan-
ces, 1'approximation du schéma B est partout suffisante pour des tg raisonnables

(s 10G).

Il serait intéressant de pouvolr terminer 1'étude du schéma C atin de
détermirer & partir de guelle épaisseur d'agquifére 1'hypothése de 1'uniformisation
instantanée des températures en cdirection verticale devient invalides.
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ANNEXE 1

1.1, Calcul de £a scfution du systéme (4-1 abe, 4-2 abed) décaivant Lo schéma B on
coulement Linéaine

r
(correspondant aux variaebles t.,x, z du texte). On peut, & la sulite 4d'AVOONINE e+ da

Appelons tr’ X s Zr les wvariables dimensicnnelles de temps et d'espace

RUBINSTEIN, définir le systéme sulvent de varisbles adimensionnelles

2z
a k, K
a2 = —— avee a 2 = R et a2 = A
IR A c
7 PRl Paa
KR
a = e—t—
KA
2
4 7 tr
£ = A
h2
Z Zn 2:&
z = -1, X =
h h
9y eele
v =
4 KA
T - T4 )
U = —— avec AT = TR[X,Z,t] z >0
Ti- To T = TF[x,t] -2 < z<0
E’.t TF[X‘t] = TR[X;D:t]

Le systeme (4-1, 4-2] pect alors s'écrire sous la forme sulvante

2 . . z =20
Gl S L x > 0 (4,5a]
ax2 3x 3z ot t > 0
32u 1 au z >0 .

— = — — s (4.5B]
8z2  a? ot It >0

ulx,z,t=0) =0 {4.5c)
lim(u(x2+z2+m,t]] = 0 {4.5d)
ul(0,0,t) = 1ssi ¥ >> 1 (4.5e)

au a \x=2=0

{autranent :— YU s -2y gy, GJ

3%

Noue acmettrons quz la condition [(4.5e) est remplie, c'est-3-dire gue 1'effet

de la conduction reste de toute fagon faible devant celul de la convection.
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Soit L(u(x,z.t]] la transformée de LAPLACE de ulx,z,t} par rapport a t.

L{u[x,z,t]] = Flx,z,p) = J e_pt ulx,z,t} dt
i}

L ng = p Flx,z,p) - ulx,z,0) = p Fix,z,p)

dt

L'éguaticon transformée de (4.5b) s'éerit
3°F

= E_ F z >0 (A1)
322 az

On en tire la splution générale :

Flx,z,pl= Cix,p) exp |- A z] (AIZ)
a

L'éguation transformée de (4.5%a) s'écrit :
2
_BF—ZYEF_-Q-Q_BE:pF 32 S {AIS]
Ix? X dz X
avec F(0,0,p) = il et 1imF =0 x2 + 22 » » (A1.4)
P

Introduisons la solution (AIZ2) dans (AI3) ; on obtient :

) :
a_E_ - 2y EE - [a .../g + p] cC =20 (AIS)
ax2 ax a

Les sglutions de (AIS) sont données par :

er * ¢72+b/5 +p X avec b = &

C[ij] = A a

La solution gui vérifie les conditions (AI4) est :
A Jyx - yPedpep o xo - éﬁ z
ls]

Flx,z,p) (AIB)

I1 s'agit de retrouver l1%original ulx,z,t). La technigque indiguée per

AVDONINE consiste & inverser F (b2p)

1 yx - b Yv2/p%+/p+p x —-g Yp z

F(x,z,b%p) = — &
bzp b
On pose gq[p) - L e @ Pz
bzp

JYX T bVy2/b2+V/p+p  x

gz[p)
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On cherche les originaux de ces fonctions : l'original de g41{p) Bst connu
(/1071 1

L (p)) = f (1) = S erfe [FE2 ) (A1)
b2 2a/t

. ) - /9 x .
Calculons 1l'originel de gz[p). Sivig)l = e v K 7, 1'original de v(g] est

o X |
vit) = —X . 5 KT (/11/]
2¢nKt§
Autrement dit :
/T . o X2
K -
S| LAt X o KT (AIB)
0 2v/mKES

2
On pose g = . /E-+ p et VK =-1
h® b

D'apres (AI3),

242
-bvy2/b2+vp+p  x @ -(y2/b2+y/peplt - xb7
. i J . at xb_ .
0 2v/71t3
2
w o E XD Rt
, b VT xb
soit gz[pJ = e =] dt
0 2vnt3
(Y _ xb {2
{b 27%] xb
On pose : vz[t] = B
2Vt

g.(p) est la transformée de v_(t) par rapport & vp + p. Donc, en fait,
2 2z
gz[p] = G(p + Vp). On cherche 1'inverse de G(p + VD) par rapport a p.

Or, si f(s) est 1'inverse de g(p) par rapport & p ou de gl(p + ¥p) par rap-
port & (g + vp), 1'inverse de gl(p + vp) par rappert & p s'écrit :

. [t 2
Flt) = J S exp |- ———| f(s) ds (cf. /11/)
2/ Jg(t-a) 32 4 (t-s)

Ici f(s) = vz(sl.

L'original de gz(pJ par rapport a8 p s'écrit donc finalement :

52 _{1{5 _xb }2
TS (AI9)

Fz[t] 21 f 5 e 4(t-s) xb
2V O{t-sﬂ/’2 2Vrss
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t
L'original de F(b2p) = g1[p] gz[pl est I0f1tt*rl fo(t) 67, Soit, d'apres

(AI7) et (AI9) :
2

t T - __EE__. '{Yﬁé _ xb ]
L_1{F(b2p)] =J '—191‘1:0 zb drt J 5 e 4(t-s) xXb e b 27'; a6
b2 2avt-1) 2/7 Iy (1-s) ¥ 2/ns?

Cn ne s'intéresse gu'au résultat en z = 0 et on change i'ordre d'intégration,

ce gqul donne :

" '[?ﬁé ) xb]2 " 8
L™ [F[bzp]] L X J as |5 T 2% J gr__ [ ACcs)
4rh ‘g Vs 5 (1-5}3/2

On calcule i'intégrale interne & 1'aide du changement de varlable y =

2YT1-8

on obtient :

t _{1 /5 - xb]2
|_-1 [F[bzp]] - X J ds e b m erfc S
2/ Yy svs 2Vt-s

Un nouveau changement de variable w = -2 donne :

L_1(F] = e

2 b
£/b2 -[Y%F o X ]
X f adw 2V arfec bw
262/ 1y wlw 2/t/b%-w

Enfin, on sait gue si f(t) est 1'original de Flp), l'original de F(b2p) est

l— f E— et donc :
bz

2
t -1y VW - X ]
L_'][F[p]] =—-§:J v e[ 2N erfc [——bw ]
2vm

0 wvw 2Vt-w
Un dernier changement de variable s2 = w/t donne enfin
2
1 _ _ X
X [YSJE 257%] bs?vT| ds
ulx, z=0, t)} = — e erfg |[————0o1y  —
Yt 2/1-52] s?

ce qui est la solution cherchée. (AI10)
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1.2, Etude des cas £imites
a) La conductivité horizontale de l'aquifére kp tend vers zéro

L'expression (4.3c) montre gue, dans ce cas, § -+ =, Considérens 1'expressicn
{4.4) gui s'écrit ulC,,C.,Cq) = 2 C2 1,
1°-2*-3
e

L'intéegrale 1 a pour intégrant une fonction peirede s. Elle peut s'écrire

1 [ £7)2 52 ) ds
I =— J Bxp |- C15 - =2 erfc C3 —
2 5 Vﬂ-sz g2

-1

Dans cette expressicn, 1l'exponentielle peut s'écrire sous la forme
L CZ

C

2
]

a 2

exp [— qu {5—5012] exp [— qu (Zssy - 3 5.2 + =2
s

} avec s
1
I1 est bien connu gqu'une suite de fonctions de la forme n exp [«an[s-so)zl
tend vers une distribution de DIRAC lorscue n tend vers 1'infini.

or C, = Vitg + = comme vVt

Fosans Cq = n V7,

5% exp (- qu (s - 5012) tend vers 8§ /s - Sg) guand Cq devient trés grand,

soit quand le nombre de Péclet (ou le temps) devient trés grand.

L'intégrale I peut donc Btre écrite sous la forme

+
I = z J El—exp (- qu (s - 5012] f(s) ds (AIL11)

2 0-1
4 f 2
ol f(s) = iE:i—- exp |- E12 2550 - 3502 + 20 | erfc Cy S
€y & 5% L \/‘1-52‘
3CqCy 1) t 2
G e t exp |- Cﬂz 2855 + =8| erfc Cq 3
Cy a2 s? | 7 Vms?

+1
Lorsgue Cq *> =, i'intégrale I sera éguivalente & J-J As-s,) Fls) ds
2

-1

i

*F[SO) si 0 <84 <1

o N [

515 5 > 1

3 condition gue f(s) scit continue sur 1l'intervalle (0, +1).
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Etudions f(s) sur 1'intervalls (0, 1},

s 3c.C
fle) = Le 2 (s) £,(8) £,(s)
2 3
C4q
1
avec F1[s] = e—
Y
fz(s] = gxp |-C,2 2884 * =8
1 2
s
f_1s) fo |C s
gs) = erfc
3 3 qj;i
. fqts] décroftde + » & 1 sur (0, 1)
-3C4C,
. fz[sl croit de 0 & une valeur maximale e pour s = g, puis décrotft jusqu'a

une valeur finle pour s = 1,
. F3[SJ décrolt de 1 @ 0 sur 1l'’intervalle (0,1).
Le maximum de f(s] est obtenu pour :

L[+ ac2 ot - Y
2
2ty

0
1

Sy ¥ S, Pour les valeurs qui nous intéressent ici.

la fonction fls) est bornée et continue surAl'intervalle (0,1
pour s = 0, elle tend vers 0 comme %T e 52

pour s = 1, elle tend également vers O,

Par conséquent, I tends vers 2 (g ) pour 85 < 1

2 . Ca/CA
gt lim u(E1,82,33)= erfc ES —_—
C,+o V1'C2/‘C-]

1
pour 0< C5/Cq< 1

= 0 pour (32/(3,I > 1

D

E‘H"

soit lim u[tD,A,cl = arfc [ ] pour t_ > 1 (AI12)

VA[tD"JlJ
0 pour tg < 1.

Cette expression est identigue & la formule (2.3) avec d Sp/dy = 1, formule

gui décrit justement le cas limite & conductivité nulle.
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b} La conductivité verticale dans les &pontes kR tend vers zéro

On considére & nouveau l'expression générale (4.4) dans laguelle le para-

m&tre A tend vers 1'infini et donc C3 tend vers zéro, ce gui entraine erfc CS[ = -1
V1-52

paur s # 1.

L'expression (4.4) devient :

1 2
1im U[Cq’cz'cal - 2 L2 [ axp ("{E g - EE] }-95 = EEZ I
i ! I
CS+G kil 0 S m

2C1C2 o 2
e J 2xp [-{El— + szuz]]du gque 1'on sait intégrer (/8/). On obtient

1 u?
4c,C
1
I = KE; [e erfc [51 + Cp) + erfc (Cp - Cq]]
4Co

soit finalement :
4c,Co
lim ull

CS - 0

EZ,CSJ

4 [erfc (E2 - E1J + g erfc [E2 + Cq}] (AI13)

N =

Montrons gque ce résultat limite du systéme général est bien la solution du

systeme limite quand kg -+ C.

Dans le cas ol kg = 0, o = 0 et le systeme l4.1abcd]) se réduit & :
U

2

Su %4, 8 x,t > 0 (AI14a)

3t ax? 3

u(x=0,t) = 1

ulx,t=0) =0 (AI14b)
U(X—N’";t) =0

avec v - L1 PECE = A kA tp x = 2%
4 Ky oaa N? h

(n rencontre des systémes du type (AI14) dans des &tudes similaires de dis-
persion en milieu poreux, par exemple le systéme &tudié par OGATA et BANKS (/7/) décri-
vant 1'évolution de la concentration C d’une substance transportée par un fluide &

travers un milieu non absorbant.
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lLa 1ol de varlation de la concentration C(x,t) est donnée par :

2

p &L, 2 . 3¢ (AI15a)
ax2 ax ot
avec CI(0,t} = Cp

Clx,0) =0 (AI15h)

Cle,t) =0

oU O est le coefficient de diffusicn, v la vitesse d'infiltration, e:

riables réelles de temps et d'espace.

t et x les va-

Ce systéme (AI15) est strictement é&guivalent au systéme (AI14), & condition

de remplacer u par C/Cp, t par Ot et 2y par v/0.

La solution du systéme (AI15) donnée par OGATA et BANKS (/7/) s'écrit :

VX
Eotxt) =L ferrc X5 0 % ape [XYE[| (Alv6al
Co 2 2/Dt 2/bt

La solution de (AI14} s'écrit donc par analogie :

_ 27 %
ulx,t) = 2 erfec X 2yt e erfc xrat (AI16b)
2 2/t 2VT

Une transformation simple redonne :

X
~2— =0Ty, y/t=Cq 2yx = 4C,C
2/E 1

Par conséguent, l'expression (AI18b) est identique & (AI13) et la consistan-

ce des résultats est vérifiée.
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ANNEXE 2

2.1, Cadcul de La sclution du systéme (5.7,2) déenivant £ schéma B en Ecculement
nadial

Reprenons les variables adimensionnelles de 1'annmexe 1 evec les changements
suivants
r
X’;—-—-
h

et v = Q—EEBE- au lieu de ¥y

dnh KA

Le systéme (5.1,2) exprim2 en fonction de ces variables devient

2 - =

97y, |l Zv)Bu, 3w 3y itgg (5.8a)
ax? x ax nz Bt ’

5%u _ 1 3u z2,t >0 (5.6b)
2z2  a? a3t

ulx,z,t=0) = 0O (5.6c)
1im (U(xZ+z250,t)) = 0 (5.63)
ulo,0,t) =1 (5.8e)

Soit encore L(u) = F(x,z,p) la transformée de LAPLACE de u par rapport 3 t,

L'équation (5.6h) transformée a pour solution, comme en linéeirse,

JE
- —z
a
Flx,z,p) = Cix,p) = (AZ2.1]
(%.5a] devient
2 -
B7F A - 2w F ol o
ax? X X a
soit
2 -
GRS B A IR e LA (AZ.2)
ax? X 3x a
On pose p2= 2 JE'- p, on multiplie (AZ.2) par x* et on pose y = Ux : ON
a
potient alocrs :
pd
y e 3°C, y & .2 y-ﬁg - 2C =0 (AZ.3)
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On vérifle facilement que cette équation du type BESSEL a des solutions
de la farme :

1

Cly,p) =¢C yv K“(yl avec y

1 Hx

N
Lorsgue ¥y =+ 0, K (y) ~ Tév] {%} , la solution vérifiant les conditioms aux
v
limites est donc
12 ux Y '
Clux,p) = — == K (ux) (A2.4)
v
p I'(v) {2 b
- Vo

2 (x)" " —= TGP @
sait F(h2p) = —=—— 121 (p + vp) Kv[bep+fE']e avec b = =
b2pl (v) |2 a

On calcule l'original de F(b2p)

2 B 2 bx v /o
Flb¢p) = —3———— — g1(p] gz(p + ¢Ypl
bel{vw) (2
RV

1 a
avec g1(p] = — @

p

Y2 :
g,lp+ /) = (p+ /p) K, (bx Joe/p)

¥
_ % R
Gr, si v(gl) = g K [y/EJ vit] =Y. 4t
v v+
(2t)
Pasons g = p + /E—
y = bx
La transformée inverse de g2[p+JE] par rapport 3 p + vp =
B2 x2
(bx)" 4t
v+ ©
(2%)

Le transformée inverge de g, par rapport & p est donngée par :

. . _s* y ) bzxz
4 -
vt = J 2 o Ml b, 88 g (A2.5] lct. /14/)
2/ 4y (t-a) e (2s)

L.'inverse de gq[pJ est connu et vaut :  (/10/)

vqlt) = erfe |22
2avt
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T
Appliquens la regle L-1(g1g2J = J F1[t—T] fz[r) dt

0 52
t T -
-1 v -
L F(bzp] -2 [Bx J dt erfc bz J | s ¥ © 4lt-s %
b2r (v) |2 0 2avt-tf 4y 2/7 (1-s)
b2x2
v - ——
X _iEﬁ%:T Ae de (AZ.5)
{2s)

On change 1l'ordre d'intégration ; on fait z = 0 et on calcule 1'intégrale
interne
bEXZ
t -
-1 2 02x2)"
L (F(L%p)) = (7% ds e 4s erfc ° = 1—-f t
2Vt-s b2 |bB?

b2r (v) 2 o (2s)V7]

On en déduit L F(p) = £(t)

1 (2 (Y e TEs sb
—_— \)+1 [=] erTCc
riv) |4 5 2¥Vt-s

soit en posant s = ty

1

23V v

Uix,z=0,t) = —— |X2 J o T e by /% (A2.7)
(vl |4t g v

ce qui est la solution cherchée.

2,2, Etude des cas Limifes

a) La conductivité k, danms 1'aquifére tend wvers zéro
Ceci revient & faire v +- » dans les expressions [(9.4) ou (5.5). Il ne
nous a pas été possible de frouver directement la limite de ces soclutions lors-
gue v » =, Par contre, si on travaille dans 1'espace transformé de LAFLACE, on

peut trouver cette limite.

Caonsidérons Fx,y,pl) = ((ulx,y,t]]

.k
1 2 px v a Y
Flx,y,p} = — ——— |=—= Kv(ux] e
F Tiv] (2
1
avec u = (p + |:n/5]/2 (cf. AZ2.4)
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La transformée de la solution de LAWWERIER UL gn radial s'écrit :
/E;
2,2 - =
FLlx,y.pd = J—BXp S (AZ2.8)
8] 4y

Pour la consistance des solutions, on doit trouver gue
lim F(x,y.p) = FL[x,y,D]
RV ]

{condition nécessaire)

Si cette conditign nécessaire est vérifiée, elle est suffisante pour gu'on

ait : lim ulx,y,t) = uL[x,y,tJ du fait de l'unicité de la solution u due aux caontrain-

Vv > tes physiquss.

On doit donc avoir (d’'aprés{A2.4) et (AZ.8])

v 2.2
1im 2| Kv[ux] = gxp |- L (A2.9]
N r{v) \2 4y
- -\un
Or K (vz)] = /-“-—-EL——-f— avec 1 = /1422 + Log
v (1+z21 74 1+ﬂ+_22
™
¥ oz |ar'g ZI £— - ¢
2
(cf. /8/ p. 378 - 9.7.8),
+ Kv[uxl = K { J
242
/'B""('“LV“  Log e
TN A
\)2
guand € > 0 (1 + s]n = (1 +en )
2,2 2.2
- Lo - o L
v[1+2v2 ] v[Log " Log Z(TﬁRIrJ]
> K lx) = f I 2 =
2V 2.2
1+ 25
4y
- Pl




AZ. 8

De plus, T(v) ~ e ¥ v’/ 2m (STIRLING)

v
et donc
v - U2X2 v=1
2 2.2 -
2 (Ei ux) =e Ve B
I'iv) ‘2 4v2
U2x2
- - f 2,2
= g <V 1+ (v - 1) E£Z
dv?
G
- - 2.2
= o £y 1+ HTX
4y
) U2X2 UZXZ
Z2v 4y
= g 2]
) U2x2
4y
= g

La limite de la solution &8 v - = est donc bien la solution de 1'équation

limite [(LAUWERIER) comme dans le cas lingaire.

b) La conductivité kR dans les épontes tend vers zéro

Dans ce cas, A tend vers 1'infini et 1'expression (5.4) devient

Vot
u[)\w,\)’tr] = 1 y_ axp —.l_ ds
u v+
'i(v) |t t.5] s

& (B
En posant y = Y , on obtient immédiatement
t-S
0
1 o —y \)_1
u[v,tDE = { gy dy (AZ2.10]
r'iv)
\)/tD

Cette expression peut Btre comparée & celle donpée par CLOUET D'ORVAL et

LEDOUX {78 /) et qul correspond au mbme schéma sans pertes par les &pontes.

Fn annexe 3, on a refait le celcul permettant d’arriver a la sclution 8B

de / &/ & pertir de 1'éguation G.



[¢

et

la

AZ. B

Cette solution s'exprime sous une forme iderntigue & (A2.10) puisque

2
= X (notation RUBINSTEIN)
3t

_ r2 pACA _ rzy

4 KA tr 4xrt

(notation CLOUET - LEDOIUX)

8 CLOUET-LEDOUX = —YE - RUBINSTEIN
in e

Cette fois encore, la consistance des résultats est démontrée pulsgus

limite de la solution générale est sclution du systéeme limite,
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ANNEXE 3

Vernification de La solution présentle par CLOUET d'ORVAL et LEDOUX (né4. /9 /)

Les autesurs ont considéré un systéme correspcendant exectemsnt au schéma B

radial sans pertes par les épontes (b + =),

Leur éguation (6] s'éerit

5‘3__[r ae] e 36 38

ar 2Tre ar at

r ar

ol r et t sont les variables réelles d'espace et de temps
8 la température
Ye et v les capacités calorifiques du fluide et du milieu aquifére
Q le débit constant d'injecticn
a 1'épaisseur de 1'agquifeére

A la conductivité du milieu aguifére.

Dans le cas qul nous intéresse (essai & puits multiples!, les conditlons aux

limites et initiales sont :

I3

8(r,o)
8{(R,t]
B(e,t) = B pour t E (0,)

= pour r € (R,«) R rayon du puits -~ 0

n

80 pour t E (0,)
avec 8= gt 8o température initiale de la nappe et température de 1'=au injecteée.

r
On pose x = Y

Dans ce cas, les dérivées partielles deviennent
30 a8 r_ rzy J

3t Ix 4xt2
- \

f 2 2
a8l _de (ry | %) _@%8  y 38 y
ar ax laagf  ar?lL ax® At ax 2at
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t'équation (B) devient alors :
2
VP8 A a8 Oy 38 28 g

ar? r ar 2rre ar 3t
Sy (2%, 188) ,x 88 Gvg v 38, 38rlyy. g
t {5x? 2 3x 2% 3x  27me 2At d9x  dx 4it t

On multiplie par t/y

Ix?  ax

2
x——-aei-ﬁ’l____.Q‘YF
4dmaA

+ x] =0 (A3.1)

On sait gue 1'égquation A3.1 correspond & (7) de / 8/ & condition de poser

B = Elﬂ_et non GYF comme indiqué en / 9/. Scit B =

v . .
4mhe 2The Rubinstein

Intégration de A3.1, soit :

2
Gl R N LA

ax? ax

X

On pose 8 =-§§-et on intégre par rappert a x.
dx

Do

= (8 - 1) Log x - X

= meq e % (A3.2)

Leg

[anl }

8{x) - B=
8o -Beo

On veut calculer

I1 faut intégrer A3.Z par rapport a x sachant gue

n

U (x > =) 8 = 0= ar#0
t > 0.

si ¢t

[n1lg

et si r » R=0 (x = 0] 6 = 6o

% B-1 -x
On a donc 6(x) - 6= = [ X e dx
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'y
et donc 8(x) - Qe - 4Az
80 - B J B-1 =-x
X e ax
0
= —1——-J x8_1 e_x dx
r(g) ‘ry
4ht
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ANNEXE 4

4.1, Calewl de La sofutdon du systéme (6.1,2) décrivant Le schéma D cn Ecculement
radial

On utilise les mnémes variables adimensicrnelles qu'sn annexs - 2t le

systeme (6-1,2) est ainsi réécrit sous la forme suivante

2 - = , . =
3y, ﬁl___ﬁﬁ 8y, 8y _ 34 \z =0 (6.7a)
ax2 b 3% 3z It ix,t > 0
2 2
[a + J-é—-+ 8 u o= 1 3 x,Z,t> 0 (G.7D0)
k8x2 X ox 3z2 a2 at
ulx,z,0) = 0O {6.7c)
Lu(0,0,t) = 1 (6.7d]
1im u (x2 + z2 5> =, £t} = O (B.7e)

I1 ne suffit plus maintenant pour résoudre le systéme (6.7) d'apoliguer
une transformation de LAFLACE (afin de changer le systéme sux dé-ivées partielles
en un systéme gifférentizl ordinairel), ceci & cause des termes en x dans (E§.7b). Il
faut maintenant utiliser d'autres transformations inteégrales du type FOURIER -

BESSEL =t HANKEL

Mous exposons maintenant la méthode de RUBINSTEIN en I*explicitant chagque

fols que cela nous & semblé nécessaire.

81 an appligue la transformation de LAPLACE au systéme (6.,7) ci-dessus,

on cbtient

2 2

3 +.l.§_._+a F=E—F %,z » 0 (Ad.1)
ax? X Ix 322 a?

2 R
°F A v dE BT fx> 0 (A4.2)
3x2 X ax 3z (z = (

u(0,0,p) = vip) / (A4.3)
1im ulx? + 72 > »} = O §

avec F (x,z,p) = Llulx,z,t)) = Jo e—pt u dt
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Dang /5/, nous lisons que la solution cherchée doit 8tre de la forme :

ufx,z,pl = J fls,p) exp [— [52+ EE} Jo[xsl ds (A4.4]
0 a

Ceci se justifie comme sult :
- on introduit la transformée de HANKEL de F, soit :
F(s,z) = { x F(x,z] JD{xs} dx
0
- on appligue cette transformation sur (A4.1) en tenant compte de ce gue

X 5 Jon(xs] + Jso[xs] + x5 Jo[xsl = 0 (égquation de BESSEL)

On obtient alors

—_ 2r
Fls,z) {s2 + E| - E—E[s,z] (pa4,5)
a? 3z2

soit Ffs,z} = ?(s,p) exp [— /52 + B 2]
2
a

et par transformation de HANKEL inverse :

/os2+ B 2

Flx,z,p) = } 5 ?(s,p) e a? J (xs) ds
0 0

soilt, en posant s ?[s.p] = f(s,p),

oo

Flx,z,pl) = f0¥£s,pJexp (— 52 + B ZJ JD[st ds identique & A4.4

a2

Cette solution satisfait & A4.1. Elle doit &tre sclution de Ad.2 et

satisfaire les conditions aux limites,

On l'introduit dans A4.2pour z = 0, On obtient :

* 1-2v 2 D 1
fls,p) [s? J "[xs) + s J '[(xs} - a /s + ¥~ J {xs) - pJ_[xs) gs = 0 [A4.B)
) o] x o] 62 [n] ]

Compte tenu de 1'équation de BESSEL =t de 1'égalité JD'EyJ = - Jq[yl.

on obtient :

f 2y s J,(xs) fls,p) ds = J [52 +ptoa 52+£%q J.(xs) f(s,p) ds
0 « 1 o a &
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501t J 2vs f(s,p) J1[xs) ds = f XS f*(s,p] Jofxsl ds (Ad.7)
0 0
* F( . 5
avec f (s,p) = -——E-El[sz +p ot oa fac o+ EL} (A4.8)
<) a“

ans A4,7, on remplace % par £, on multiplie par Jufxg) gt on integre
sur £, On obtient

o [

o oo *
f J (xE) £ dg J s T (s,p) J (£s) ds - va J (x£)dE J s f(s,p) J,(&s) ds = 0 [(A4.8])
0 a 0 o] 0 ful 0 1
Dans A4.8, la premiéere intégrale est l'intégrale de FOURIER-BESSEL. Il est
*
faclle de vérifier qu'elle est égale 8 f (x,p) puisque l'application de HANKEL est

auto—réciprogue.

Le deuxiéme terme de A4.9 peut s'écrire :

- 2v J s fls,pl) ds f Jd_[xg) J, (gs) dg
0 0 ] 4

L'integrale intérisure est 1'intégrale discontinue de WEBER SCHAFHEITLIN,
On sait que (ef. /8/)

o0

J J (xg) J (£5) dE = 0 81 x » s
0 ol 1 4
= =51 x <5
5
Et, par conssguent, :
<0
*
*x,p) = LRl o by A2BY Lo J fls,p) ds (A4,40)
x a” X
[ 3¢ _
On pose ¢{x,p) = Tls,p) ds=p—+ = - flx,p)
* ox

oc

${0,p) = Joffs,p)ds = F(0,0,p) = vip)

L'éguation A4.10 devient alors

LI AN = 0 (A4,1%)

3% xZ + Dot /%% + %7
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I1 faut Intégrer A4.11 compte tenu de ce gue ¢(0,p] = vip)

. -2
soit Log ¢{x) = v _x dx ——
x2 * Pt oa x2 + EE
Calculons I = x_dx
x2 +p o+ oo /x% o+ 27
On pose u? = x2 + B
a2

Cr Ju du =u + uy Loglu - Ui]
u - ou,
i
-
uq-uz
et donc I = Log fumug)
2 .
Uq-uz
U_le )
_ _ -2V
soit ¢(x) = A 2v lu 2 uy)
_ ~2Z2vag
u U,
-Zv
p__ *2
-2v aZ uz
$(0) = vip)l==A = y{p) - =
'\)0.1
P -U»]
a?

Soit finalement :

2 P
. X *’5‘2’ L|.1
¢{x,p) = vip) exp I~ ZuL———JL——J Log _
u, - u p
1 2 -é-z— u
X2 +-é-§" U
- 2v {___E;__ Log (A4.12a)
uq - uz
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Oans le cas ol a? = 1, 1'intégraticn de I se falt bien plus aisément et

cn obtient le résultat sous la forme

Wp + a)2Y
(/x? + p+ )2V

et nous avons donc d'aprés (A4,10)

p(x,p) = vip) (A4.12b)

2vx vip) (Vo + a2’
(x2 + p + avx? + n) {(Vx% ¢ p + a)2V

fix,p)

__Zux v(p) (Vp + 0)2VY

(A4.13)
ST e A g a2

i}

soit fix,p)

Or Fix,z,pl = J fls,p) exp (- ¥ sE + p ozl JD[xSJ ds
0

2ux Vo 2V
Poscns f,(x,p) = vx_(vp * o) - flxp)

1 Vx2 + p VX% + p 42V vip)

Fosons L_q(v(pli = wviT)

-1 - z/xz+p
L Fq[x,pl e = §lx,z,1)
alors
-1 -zVx?+p t
L fix,pl & = J vit-t) ¢(x,z,T) dr
0
2t y y - - EEIE
L (Fix,z,p)] =L J f(s,p) & Jg[xsl ds
0
o0 1 ~-z/s2+p
= f J(xs) L fls,p) & ds
0
- t
solit ulx,z,t) = J Jofxsi ds Iv(t - 1) ¢(s,z,1) dr (A4.14)
0
. —zf52+p
- 2V
avec ¥s,z,1) = L ! [%E_+ ol 28 © (A4,15)

V52 + n (V2 + p + a]zv+1J

Ceci dans le cas ol az = 1.
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Lorsgue aZ # 1, 11 faut utiliser 1'expression de ¢(x,p) donnée par (A4.12a)

et réaliser 1l'inversion de LAPLACE de A4.14 avec cette expression de ¢{x,pl}, ce gue

nous ne savons pas faire.

Par contre, nous &llons voir que dans le cas a2 = 1 nous pourrons obtenir

une expression explicite de ¢(s,2,7) et partant de ulx,z,t).

Un pose donc maintenant a2 = 1 avec en plus la condition n = Zv entier,

ce qui donne :

TEYRTTR (8 + /p/x? )" exp (- y V1 + p/x2)

‘F,l()(:p] B =';l R n+
x Y1 ¢ p/x% (B + V1 + p/x%)
=N g|BP_
x (%2
avec B= 2 , Yy = XZ.
P

Soit ¢(t) = L (FeN=3L" [ F[E]] = D g(x2t) = ¢ (x,2,t)
X X X
(8 + vp)" exp (-y ¥T + p)

Fipl) = —
Y1+ p (B + V1 + p)

E m _n-m _m/2

On peut développer (B + /B]n = Cn B P car n entier.

m=u

c 8" p™ exp (-y Y1+ p2)

[}
17

(A4.18)

F, (P = F{p?)
"0 AT e s T ™

1

L2
L7V R (p))

¢1(t]
plt)

H

F(p2) = F1(pJ et sij

alors, ¢1[t] est la transformée inverse de F(p) par rapport a VP limmédiat)

Mous avons utilisé jusqgu'd présent la définition classique de la transfor-

[¢+]
mée de LAPLACE, soit L '(ult)) = e Pt L(%) ct.

Nous prenons maintenant la céfinition utilisée par AVDONINE st RUBINSTEIN
afin de pouvoir suivre leurs calculs, c'est-&-dire : L2[u[t]] = p Lq[u[t]]. Ce qui

précéde est inchangé, sauf 1'expression A4.14 qui doit s'écrire :

@ t
ulx,z,t) = f Jgl(xs) ds A J vit - 1) ®(s,z,1) dr (A4,17)
0 at 40
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Dans ce cas, on peut écrire :

o 2
$lt) = — J exp |- —— 9, (1) dr (A4.18)
Vit 40 4t

Cette formule se vérifie en calculant LZ&[tJJDar rapport 4 p qui doit &tre

égales a L2w1]par rapport a /E, ce qui est facile sachant que

o .2 )
J exp ﬁpxz . }dx -1 |//E-exp (~1vE) (cf. formule 3.325 /12/)
0 l 4X2J 2 Vp

D'apras A4.15, pasons F

0 m _n-1 m-1 *
(pl = Y " g " p P F (/1 5 p2)

i 1+D2

et Fin) = P— F¥0/1 970 = L, Ft)
1+p2 i

1L, (F(£)) JDE‘Dt £(t) dt = glp)
et L,(f(£)) = p L (f(t)} = G(p)

alors, d'aprés 711/ p. 227

t
g(vp? + a?) = L,[ f 1, (att? - w2312y £(w) du

et donc :

Vv — t
; - Gl z : b L2 J lalt? - UZJHZJ f{ul du
Vp +8 y‘p + A p

t
Soit ¢lt) = L21 {szi__ F*Jp2+1]- J JD ([tZ - Uz]lp] ¢*[U] du [(A4.13)
3]

+ 0
ol o' (1) = L;1 (F*(p))
et F¥(p) = B Exp[‘+§p]
(3+p]
) * ~ (tay)" . .
Ce gui donne : ¢ (t) = exp [(-plt-y)) ——=~- Hit-y) ol H(t) est la fonction
nli

de FTWISIDE,

A4.13 donne alors ¢(t) = J g ((£2 - 2)1ky ¢*(T) dt
0

t (r-y3"
Soit @lt) = f 30 AT ST exp (BT - y]) IV (As.20)
n!
y
n m-1 —
D pem med — -1 = t - —,
or, F(p) = ] c: a" ™ b7 Fip) et p™ T Flp) - L2-2~7§:%( M oei Tly) = 37 0y)= ...
m=0 at _
-7 "%y =0

pour y - 0.
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On & donc d'aprés A4,20

L m _n-~m dm_1 t {t-y)"
$,(t) =} c B — J I, 687 - 1) exp (-B(ry))=dodr (A4.21)
m=0 dt nl
Y
et d'aprés A4.18
m _.n-m m-1
n C_ B ® 2 d . rA
$(t) = E L JO exp [- A—} da J JD (V22 -~ 12) exp(-R (t-y)) [T-y]n dTt
m=0 Tl 4t ™1 Ty
(pd.22)
Il est facile de vérifier que :
g (a2/4t) g A
——F;?—exp ~ = - - erfeg |—-
dA vers dA 2/t
En intégrant A4.22 par parties jusgu'a 1l'aordre (m-1]), on obtient :
n n-m ~ m A
plt) = Z C: E -1 J Ejﬁ erfc ﬁ—&— dx J JOE 22 - 12) exp (-Bl1-y]) [T~y]n dr
m=0 n! Odk LZJE
4 (A4,23)
On utilise ensuite la formule de LEIBNITZ
n n n-m 1 m
d—-ﬁ[uvl = z E: d _:] E—%
dx m=0 dx’ J dx
et on obtiernt finalement :
-1" * d” A A v n
plt) = J exp (BX] — |exp (-8A) erfc =———| di J JU( A2-12) exp (-B(T-yNl1-y) ' dt
(Ad4.24)

On cherche en fait ¥ x,z,t) =-5 $(x%t) soit

_aynh e n A
(-1 J explBA) o exp (-BA) erfc A dlj JD[sz-rzl exp (-R(t-y)) [-r—y]n dt
xT(n) n 2x/t y

y oA

Sachant que v = %z, on pose T = xn, A = xE, et on obtient

n o n
¢ = iijl——f- J exp {af) E_F exp (- ag) er%c-ﬂE— ] dé  x
rind z dE 2/t

£
X J JD(ngZ-nZ] exp (-aln-z)) (n-z)n dn (A4.25]

z
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On pose maintenant r=v£2—n2 et on ohtlent

- [T d"
Plx,z,t) = ——n= exp (af) — |exp {-at) erfc
rin) < dg
»/gz-zz

On fait maintenant u(0,0,t) = vit) = 1

)

n

J gxp (of]

exp [-af) erfc
dg"

/gz—zz

s J [xs] ds J
x[o O 0

L'expression formée des deux intégrales

T JD[ST) exp (~a

& une double application de HANKEL sur

JD[XT] exp (-a (Vg2 - 2 - 7)) (Vg2 - 12 - 21"

_s_] .

2Vt

TdT

/£2_T2

et on obtient

g
—| df X
ZJEJ

dt

(VEZ-12 - 2) (/E2-72 - o Sl
.v‘g2 —TZ

internes sur 1 et sur s revient

HiT-vE2-22))

exp (-a (VE2-12 - Z)) (Ve2-12 - z;" (-
7 - 12
(: =R
Ensuite, en posant on chtient
5 =vgz-x2 -z
("'1)“ ® n Sn
ulx,z,t) = exp [aR) exp [-oR] erfc exp (-os) — ds (A4.28)
T(n) 0 dR 2v% al
On peut de nouveau appliguer la Tormule de LEIBNITZ 3 1'expression
n n o2
E_F exn (-aR) erfc il sachant que erfc z = (-1)" E—-Hn_,][z) e ©
AR 27T az" Vel
Un obtient alers 1l'expression finale :
- o 2 n n m R R
tlx,z,t) = Z0 J exp l-as - ikl I z S [ZVEJW n Hn—m-1 —| s
T 40 4t R m=0 mi{n-m)!} 2/t ’
soit A4,27
avec RZ = (z + 532 + x?

PoLr le cas qul nous iptéresse (dans 1'aguifére), z=0 et on doit considérer

- 2
la m2me formule avec R% = s° + x4,
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4,2, Le temps t tend wvens L'ingini - Etude de La Limite.

La solution générale s'exprime également scous la forme A4,28

(-1]n * d” R s"
ulx,z,t) = [ exp (oR) — |exp (-aR) erfc ——| exp (-os)] — ds
T'(n) 40 dR 2Vt R
avec RZ = x2 + (g+z)2

Lorsque t - =, ulx,z,t) tend vers une répartition steticnnaire de tempé-

rature

n o n
ulx,z) = ¢ J axp (-as) 2 4s (A4,28)
rin) 0 R

puisque erfc —B—-+ 1.
2/t

2

Lorsque RZ = x2 + [g+z)2 + = & 5 fini, cette expression tend bien vers

zéro, ce qui est la limite correcte.
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ANNEXE 5

5.1, Expression et nZsultats

Ainsi gque 1'a signalé RUBINSTEIN (/ 2/ ), 1'expression (5.6) pose des prohla-
mes numériques sérisux, En effet, 1'intégrand est une fonction oscillante dont la fré-
guence et l'amplitude d'oscillation croissent avec n. Oe plus, les amplitudes succes-
sives sont dans des rapports de 102 ou plus. Pour ces raisons, il est difficile st

cnéreux d'effectuer 1'intégration pour n 2 20.
Il a donc semblé intéressant d’établir une formule esymptotigue valable aux
grands n., RUBINSTEIN a effectué les calculs & 1'aide de deux méthodes différentes, dont

naus donnons les grandes lignes sn annexe 5,2,

I1 n'a cependant pas réussi & obtenir une expression asymptotigue régulieére

selon x, z et t. En posant

et toujours a2 = 1, Ls solution s'obtient scus la forme :

j=o
1 R-1
avec uD = — grfg ——
R 2Vt
(5.8)
32 2
PR T I
an 2 an? 2R 3RZ
et R? = (1 + ni?2 + g2

On vérifie facilement gue les expressions ci-dessus donnent, en z = 0,

ulg,0,1]) = A erfoc
R

2Vt

R-1) [, 362 ), 1 1 (R-1)% [ 382 RIR-1)g?
2R R* Vot 41 Z2n 41n

avec R? = 1 + g2

RUBINSTEIN a montré gue 1l'expression asymptotique est réguliére dans le do-

maine n = >0, 0 <=, 01T, V¥ N, T>0.

T|D
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Par contre, pour n = 0, c'est-a-dire pour le cas gqul nous Intéresse, 11 reé-
sulte des décompositions utilisées gue la formule trouvée n'est valable que pour da
grands t, ce que 1'on pourra vérifier sur les résultats.

On a représenté les variations de T

[A,n,tD) en fonctlion de t_. pour trois

G ]
valeurs de A, soit .5, 5. et 50, et pour Pe = n = 2, 4 et 8 respectivement sur les

figures 5a,5%b et 5c.

Les courbes en trait plein représentent la solution exacte du schéma D
{formule 6.E) et les courbes en pointillés la solution asymptotdque & deux termes

explicitée ci-dessus.

On constate cormme prévu par 1'analyse que 1'approximation asymptotique n'est

valable que sur un intervalle (t ©), t dépendant de A et de n et croissant

Dmin’ Cmin
avec A a n fixe.

11 est remarquable gue pour un petit A (A =.5) 1'approximation soit presgue
partout valable, mé&me pour n petit (n = 2], alors gque l1l'analyse présupposait sa vali-

dité seuwlement pour n grand {en fait n + =],

5.2, Caleul de £'expressdion asympiotique du schéma D

Nous repreduisons ici les grandes lignes du calcul de RUBINSTEIN permettant

d'arriver & la formule asymptotique donnée par le systame (6.8 ).

Deux méthodes ont &té& successivement utilisées, La premiére part cdu systéme

général (6.7) : la deuxiéme de la soclution générale de ce systéme.

1ere méthode

Dans le systéme initial (B6.7), on pose

A :
g=9_x-‘ n:g-z‘ T=E""-E Bt€=l+[],
n n n? n
et le nouveau systame s'écrit :
2 2
323_2.‘_1_3.[;1. i—y- :--a.—u— EJ,T],'[') U [AS.ﬂé)
322 ¢ 3k an2|  at
2
e [224 , 13w 3y L 3u 134 n=0 (A5.7b)
32 B3k 31 an £ 3t

ul0,0,1)

1 (AS.1c)
U[EamU) =g
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AS- B

En utilisant les transformations de LAPLACE et HANKEL, sulvies de la m&thade

de calcul décrlte en annexe 4, on trouve

viE,m,p) = J fis,p) exp [-nvszﬁgi} Joigs] ds (A5.2])
0
d
avec f(s,p) = - — ¢(s,p) (A5.3)
ds '
et [E (52 + p) + vVs? +-%§] g, sg = 0 {A5.4)
ds
$(0,p) = 1 [(A5.5)

L'étape suivante consiste & développer la solution u{f,n,t) en séris de puis-

sances de e, scit

n=1
E,net) = ]y En,T) € v le, g, 1) € (A5.6)
m=0
n-1 m n
avec t(s,z,e) = Z Fm[s,p] g + fﬂ[s.p,a) £ (AS.7])
m=0

A umfi,n.rl, on falt correspondre sa& transformée de LAPLACE sur 1, soit d'aprés
ARLZ 3 -
= - 2, B
Wﬂ[g,n,pl = f fmfs,pJ exp [ n¥s® + aZ} Jgles) ds (A5,8)
0

Les u_ sont alors solutions des systémes suivants

2 2
3 SRR A - ug =0¢n>0
3g2 £ 3¢ an? &% 9t 3g > 0 \
T >0
E 3E an pe,t> 0 ? (45.9)
u (0,0,T) =1
a
uD(E.;anD] =0
J

[ug(62+n2,11] <= pour 1 > =
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A 2
J +l-a-_-+—-.-—-a’-—1—Fi-— um=D n >0 \
3g2 £ 8z An? &’ At £ >
T >0
13 3 EE 13 3
SR D R £ SO n =10
£3¢  an) ™ dsr2 g oap a1y " 1 > 0 > (A5,17)
L (0,0,t) = 0
U[Eaﬂ;ﬂ]:(i
U | < = gquang = ~ > (m = 1,2, , n-11> g
5 . 2z . 1
Bk NI P E I T L L
l 362 & g Bt an & 9E 32 £ 3E 3t x,T > O
u (0,0,t) =0 (A5, 1]
n
Un[EJnlDJ:D
]um] < @ quand v » =
Far analogies, les fm sont solutions des équations
po-cdem oy -0, 9, 2 n)
m
ds
2 p_dé¢ -
a-ﬁ+—-£ 9 + g4y = 0 $,(8,p) = 1
a“ ds
82+E"d¢m+3¢m‘ [52"'[3]": =0 (A5.12]
2 m-1
a® ds
¢m(D,D) = G (m =1, 2 n-1)
e (82 + ) + /g2« B %n, s¢n - (s2 + p]w‘"n_1 =0
al| ds
¢ﬂ[0,p] = 0.

('integration de ce systéme donne ¢D(s,p]
5
fﬂ [

5

rap—

x4+ B

a2

+E—+ /)\2+
62

¢m[s.pl (22 + p) exp [- /@2 ELJFm_qik,p) dx

a2

(m 1, 2 n-1)

£ dg

exp |- ¥ 82 + B, / E | (a5.13a)
al a2

(A5,13b]

a2

_ 311 | A
onls,pl = JO [E (W2 + p) o+ Je2 4 E—] [A2+p]%n_1ih,pl Bxp[f

Lz caelcul de ces exprsssions n'offre aucune difficulte.

s gtA2+py+£2«%5

]dk (A5.13c]
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De AS5.13a, on tire :

!/2 Z
‘FDES'P):*‘_exp[ /2+—+/ﬁ] - F ls,p) & VST P/E

Val+ p/aZ

et F_(s,p) = — exp |-V 2+ E . /ﬂz: - n fs? - P (AS.14)
Y52 + p/a2 a? a? a2

Posons £, (p) = FDEazsz = Ly, ().

e (B
Alors FOED] = Fq(——} = L[wj[t]]

a

b 2
avec ¥ _(t) = : f exp |- A Y, (M) da (A5.15)
° a¥mt 4at 1
_ -np
Orn cherche wait] = L21 L ___ exp (—(n + 13 /52 + pz + (n + 1IDJ
/g2 + p?

v, (L] = L_l1 [se_np-———l—-— exp [In + 1) (p - Vs2 « DQJ]J

1 2 W

I

Rappelons que %L1[utt]] Je-pt ult} dt
0

‘szu(t]] [» quu[tJJ

qu e P} = Hlt-n)

+(n+11{p- / 2)
] - J(s (8% 4 2(n+1) 022

M= e
=2 + pl

lef. 711/ p. 192 (19))

5i L1[¥1(t13 gq(p]
. Lz[fz[tl) = Gz(p)

alors L2{ J %1[1) szt -1 Jdt =G2(pJg1[p)
a

=G1(p)g2(p3

et donc, aprés guelques transformations,

-nNp
qu {e ]

et d'aprés AS.,15 :

o 2 'y
Y _(t) = ! JO 2xp [— A ] SJ JDES Ylt+n+1)2 - [n+1?% H(A-t-n) dt dA

t
axp ([n+1)(p-/p2+52)]] = SJ Jols/lten+1)2- (n+1)F)K (t-1-n)dr=y (1)
Vs?+ p? 0

(A5.16]

c
avmt
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0On change l'ordre d'intégration, on falt le chengement de veriable A-17 = 8

+
puis u = 8 dans 1'intégrale interne.

Zavt

= %[t] = 5 J Ja (5/[1+n+1)2 - (ﬂ+1J2Jerfu n+T dt
° ; 2avt

Ensuite, on pose U

R P2
{(r*n+1]‘ - [ﬂ+1]2}

* Yo + +112 -
SV (1) = s f udolsu) oo (AP~ (1) 1] du (A5.17)

0 V2 ¢ (n+1)? [ Zavt

;
Puisgue VDEE.n,pJ = JOFO[S,DJ Jo{Es] ds

et que F_(s,p) = L{Qb{t)] et v, = L[uDJ, et puisgu'on peut permuter les trensformations
de LAPLACE et de HANKEL, aon & :

u (g, 1) = JOwDEE,T] Joles) ds
o - .
soit uglé,n, 1} = J s J (£s) J u J-(sul orf o /uz + [n+1]2 1 "
0 0 AT ne)? 2avT

Cette intégrale éguiveut 2 l'application de HANKEL double et donc

7 4 +412-
uglEsm, 1l = ! erfc {/E [;_j] ! (A5.18])
vE Z (n+1)2 2av't

gul constitue le premler terme du développement A5.8,

Calculons u1(i,n,r]. Pour cela, on introduit 1'expression de f,(s,pl] dans
celle de ¢1[s,p] donnée par A5.13b.

¢1[S,DJ = exp (/Azl A EL} J
L aZ a?

S 3%+ p)

0 2 . p/52

dA

L 'intégration ci-dessus se fait facilement (en posant u2 = 22 n/a?)

2t on cbtient

| <2 1 2 2 —
'F1ESJDJ = __9—_: "FD{S,:}Z.S—-{-—-’[ —1._ D Log_s_’.___i_g./._a_-.— /2 + p/a
a? p/52

S I (A5.19]
a? /g2 + p/a’
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On pose f,(s,p) = f (s,p] + qu[s,p) + fqa[s,pl + fj4[s,p1

1
avec u1[E,n,TJ = g Ugg (E,n,1) {A5.,20)
= = 2 —d
et V1J[E:nap] jGqu(s,p] exp [ nv¥sé + 22} JO[gSJ ds

f 1[s,p) =-y/g2+ B fo[s,p)

£ . =2
2[s,p] = — €O£s.pl

Z
1| — 2 &
f 3[5,91 = - |1 - — ¥ (s,p)
a?| Va2 + r/al
2 2
£ (e0m) o gl R (o,
2 a n/a?
I1 est facile de vérifier gue u11[£,n.TJ -2 uD[E,n,TJ {AS.21a)
on
2
u12(5,n,T] S R S u (E,n,1) [A5.210)
2 {382 £ ag
1)Y98 (7
U SISJnITJ = - [1 - __] _’f L [g,y;T) dy EA5.21CJ
2 o @
a a7
I1 reste & ealculer u,]4
2 2
£,,050) == [1 - 1| pLog |ZBL £ ts,p)
2 a? p/ai
2
2 2 _ —a s°t
Or Log s rp/ati, L1 l-es (cf. 714/ p. 251)
p/a? t
: 5 .. 7 - -7)
et donc n 52+p/82 1 1 \ t1 . as? (t-1
F 4(e,n,p] = f 4[s,p] e = L2 - |1 - = — [ FO[S,H,T] dt
2 a%] 3t 0 t -1
o2 - 2
U (BsmaT) = J I tes) |~ |4 - = —3-—-J 1= explea’s” (xoy)) F s ,yldy ds(A5.21d)
6 2 aZ] a7t /0 T -y
: +
u1{ £En,T) est obtenu par sommation sur les guatre Lermes u11, u12' UWB’ qu'

Pour a?=1,il est facile de vérifier que les solutions u, st U, trouvées satisfont

aux éguations (A5.8) et (A5.10). Dans le cas ol a? # 1, cette vérificatlon est

plus difficile.
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Zeme méthode

Cette fois, on part de la sclutiorn générale du schéma 0 donnée pour a? = 1

par l'expression A4.Z2B6

-7 (% 3" p sn
ulx,z,t) = explap] —— |exp (-op) erfc —| exp (-as) = ds
reny +0 | 2Vt o
avec p2= (s + z)® + x2,
QX oz alt s = 2 2
On pose sncere £ = —, n = —, 1T = — gt de plus A = — Re = [n+Alc +%
n n ﬂz 1l
p M .
On a donc — = — et par conseguent
R o
noe n a
- g .
ulg,n, 1) = -1 J exp n(R-4) — |exp {-nR) erfc R A dA (AS.27)
r'in) 3R 2Vt) R
n
Considérons 1'expression exp [(-mR) erfc
3R 2T
flz) = exp (-~ nz) erfc gst une fonction analytique mono-valuée de z.
VT

Or, d’aprés un théoréme fondamental de l'analyse, si flz] est analytigue
pour z < p_ donné, f{z) est développable en série entiére & rayon de convergence
oo
Py z Poe & 1'crigine, c'est-a-dire qu'il sxiste une série z 2, 2" gui ccnverge nor-

n=o
malement vers f(z} pour z £ T, ¥ ' < p, et

a = f it dt o0 v est un contour bien orienté entourant le centre.

Oans ces conditions, 11 est facile de vérifier que

n
|
3f () e nl an = J TLe) 4
an 2im 4y tn+1
2=0 -
Ici, on pose z = & - R. flt) = Z an (t-r)" est développable autour du
point t = R et on a n
1 ( f(t) .
a, = g dt ol ¥y est un contour entourant R, et par
. 2im! (£-R)
conséquent o Y
! £
BF;t] _n J (t]n+1 it
ot Z2iw (t - R)



A5, 12

Le contour y est n'importe quel contour entourant R st tel que 1'intégrale

double

n e n
) J exp (n (R-X) JLdAJexD (- ng) erfc —= de —— (A5.23)
2im e R v 2V7 (g - R)

converge absclument vers u.

On va maintenant utiliser la méthode du Col. Rappelans-en rapidement le
principe : scit f(z) et glz) des fonctions anmalytigues dans ¢ un ouvert de ¢ 7 on
considére

T = J exp [n flz) gl(z) dz

L c ¢

avec f'(z) = 0 pour z = z, € .

La plus grande partie de 1'intégrale va provenir des endroits ol Re(fiz))
est maximum. L'idée consiste & déformer le contour L de fagon & ce gue la région ol
Re (f(z])) est grand soit réduite & un espace minimum.

Posons flz) = u + iv avec z = x + iy.

A cause des conditions de CAUCHY, si ulx,y) passe par un extremum,V (x,y)

passe également par cet extremum,

Développons flz) prés de z4. f(2) = flzy) + ) f"(zg) (z - 70)2

. . 5
avec T"{zg] = pejs z -z = sel¢
et donc u = Ulxg,yql +'; ps? cos (8 + 2¢)
v = V{xo,yDJ + j—psz sin (6 + 2¢])
2

51 u est maximum pour z,, 1a directicn pour laquelle u va décroltre le plus

vite est donnée par cos(8 + 2¢) = -1 et V = V5 dans cette direction.

Le chemin de plus grande pente est donc & V = constante = Im(f{z)) et ¢ est
ainsi fixé. On défcrme donc le contour originel de fagon & sulvre ce chemin, et on

peut écrire

I -= J exp (nfl(z]) glz) dz = enf[zD] J é[n/szsz glz) ei¢ ds
L -



A5.23 s'écrit (la vérification en est simple] :

u = -IL-J exp (n (4 - &+ Lag A) ) Ei-}5-Je>q:| (n (R -z - 1 - loglr-z)) erfc —EL 4L (a5, 24)
0 RO 2V (Z-R)

Soit J 1'intégrale interne sur g, J s'écrit exp (n figl)) glg) dz
avec f(t, = R - L -1 - log (R-%) maximum pour Z; =R - 1

£7(z ) = 1 et done Flg° = Flgg) + R Sk
2

Fosons § - Gy 5e1¢
Alors, ul(Z) = ulg ] + % s? cos 2¢
vig) = vigg) o+ % s? sin 2¢
T
T Z

Le chemin de plus grarge pente est donné par ¢ = % 5 et ¢ -7, = s8 = 1ig

imaginaire pur,
) _ . . _ P § 8

On pose ensuite § = Lo * is s0itf =R - 1+ =1 avec -n° <p < n et

0<§6 <1. n
&
. (n) S

Puisque f (23 = (n - 1)) et flgg) = 0, on peut écrire gue

2 b ym
fig) = - 204 7 e a1

Zn m=3 |vVn| m
et donc

ns _ bl w0 v m _ . —]!2
J =[ in Y2 exp -E oy Z oL ler‘l’c R 1_+ e- 0 —dp {A5.25)
- z m=3 (/7 m 2Vt pn]/zi-’l

A partir de maintenant, nous ne donnons plus gue les grandes lignes des

calculs gui ne présentent pes de difficulté importants, mais sont relativement

longs.

On considére 1'expression
R~ 1+ pin ¥ 1
2T J pi n ¥2 - 4

j,l = grfc
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3 on exprime

On dévelcppe erfc () en série de TAYLOR au voisinage de "
2/7

m
£ .
d_erfolz) en fonction des polynbmes d'HERMITE H_(z) ; on tient compte de 1l'identite

dzm
Z am z a bk = E a Z bk pour a < 1
m=0 k=0 n=0 k=0
et on obtient finalement
o K m
] -
3= 1 ten LR L2 ere (22 (AS.25)
k=0 m=0  m! 3R 2Vt
Ensuite, on vérifie facilement que
= -1lzijm @WK k—%—-}‘- w  -k/2
j2 = exp |n E ~en - Z -%%~——-n = X n Ak[pJ (A5.27)
m=3 m m=3k=0 m k! k=0
avec
Akfp) polynBme de degré k en p.
On a donc finalement de A5.295, AS5.2G, A5.27
e A K 7 3" R-1
J = in |2 z n J exp -2 g A,_K[p](pi] z — - erfc dp (A5.28)
3=0 2 | k=g m=0 ml 3R 2/T
-nd
Lorsgue n -+ =, on obtient la formule asymptotigue :
Yz ] J = k m _
J = in / Z n 72 Z o 3k z 1—-2—5 arfc R1 (AS5.29]
j=0 k=0 m=0 m! 3R 2Vt
* * 2
avec of. = | A, (0)(pi)" exp |- 2| do (A5.30)
JK J"k 2

-~ 00

= 0 pour J impair. On pose donc

L'intégrand est de degré ] et donc a ik

* = = ” -—
25,k %3k A
-
o 23 K m
-1z - -
J = in . E n ~ z o Z i—-g——-erfc R (A5.31]
b m
=0 k=0 m=0 m! 3R 2¥1



A5,

On introdult cette expression de

© .23 K a. @ M
G ;a7 ik j 8 -
Zn 320 k=0 m=0 m! {4 3R
o
avec Ry = (& + n?z + g2

{In applique & nougveau la méthode

point critique est cette fois AD =1 et on
par A - ig =t s = % L
vn

En suivant une démarchs similaire de la précédente,

i ]lg of n"'K/Z

j o
m
k=0 5

0 s! 3% |R 3R"

ol ies Ek[p] sont des polynfimes d'ordre k et R2 =

_ @ Kk 2k ’
3p N 42 Z n Z — fsm Bks
k=0 s=0 gl
oo pz S
avec Pks = BXp |- —|p B (p) dp
. 2k -5
-0 Z
5 m
fsm = _8__ J— Lrﬁ erfc B——l
32° R 3R 27

|3 8 m
Z A {1-3—— erfc

15

J dans AS5.24 et on obtient :

FEQZE} :L- exp [m (1 - & + log A} ) dA

2YT J R,

du col & l'intégrale sur A solt J,. Le

trouve que la direction critigue est donnée

an trouve gue

R-1]

no
exp
2¢?J f

C2% g () of as (A.32)
k-5 c & S S IPIG IV
-na

2

(1 + n)2 » g2,

Fuelguas développements supplémentaires (longs et fastidieux]) permettent

d'arriver finalement &

o = E v, n Y
=0 °
avec u_ = 1-erfc R1 (AS,.33]
R 2/7
2 32
gt u, = 2 ug * A 3% 1 (Ruy)
an 2 an? 7R 3RZ
qui correspondent respectivement & AS.18 et AS.21 pour a“ =
2 2 2
Bfug L 13 myy - [ 2R
2 2 e 2
an R 3R ot £ 9F

(A5.34]

2 = 1 car



